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سلسلة هياج 


الإشتقاقية 


العدد المشتق و الدالة المشتقة : 
تعريف : f‏ دالة معرفة على مجال 1 جزئي من IR‏ يشمل العددان sa‏ 3+1 حيث heR‏ 
نقول أن f‏ قابلة للاشتقاق a me‏ إذا و فقط اذا كانتا للنسلبة fa + h) — Ra)‏ عنما يورك 8 إليخ>0-أنهاية مَحدؤدة ؛ 
h‏ 
هذه النهاية تسمى العدد المشتق للدالة f‏ عند a‏ و نرمز لهاب f'(a)‏ 
ملاحظة (B)‏ مع aus‏ ا لقال amb‏ ويك 1760ی و کا 
5 2-8 
إذن f(x) - f(a)‏ ہرزر - ® = (ط + fa‏ 
h x—a x-a‏ 
ملاحظة )2( : 13 كانت الدالة f‏ قابلة للاشتقاق عند كل عدد حقيقي x‏ من المجال I‏ نقول أنها تقبل الاشتقاق على 1 و دالتها 
المشتقة الأولى . f'‏ معرفةب: f':x—f'(x)‏ 
مال 1 + x?‏ = ںا 
لیکن a‏ عدد حقيقي كيفي . هل f‏ قابلة للاشتقاق اعند ta‏ 
0 ا نج 


f'a)=li 
SY j 


lim 

x—a X-a x—>a 
=lim 
و جہ×‎ 
=lim 


(x -a)(x +a) 
x—>a x-a 


ہما أن IR‏ © 22 فإن الدالة f‏ قابلة للاشتقاق a x=‏ و 28 - (1')3 
نتيجة : الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على 11 و دالقها المشتقة 28 (صس-+۶':3 وخاصة f':x—2x‏ 
ON‏ ےہ xz‏ 2 ک0 مان7 

التفسیر الهندسي للعدد المشتق s.‏ = 
f‏ دالة معرفة على مجال 1 ۰ (C)‏ منحناها في مستوي منسوب إلى معلم (O;l1; J)‏ 
إذا كانت f‏ قابلة للاشتقاق عند xo‏ حيث 1> وم× فان المنحنى (C)‏ يقبل عند النقطة A(xo;f(xo))‏ مماشا (T)‏ معامل 
توجيهه f'(X0)‏ و معادلته (0<)] + y = f'(xo)[x — xo]‏ 
المشتقات من الدرجة (n e IN*) n‏ 
f‏ دالة قابلة للاشتقاق على Ju‏ 1 و f'‏ دالتها المشتقة الأولى . إذا قبلت الدالة f'‏ بدورها الاشتقاق على المجال I‏ فإن 
دالتها المشتقة الأولى تسمی الذالة المشتقة الثانية للدالة f‏ و نرمز لھا ہے f"‏ 
إذن بهذه الطريقة يمكن تعريف دوال مشتقة من الدرجة 3 ؛ 4 ؛ 5 .... ونرمز لهاب f"‏ + "۶ و عامة ۴ 
مثال : گر = f()‏ إذن : f'(x) = 4 x‏ 

و ات ون 

f"(x)=24 x 3 

f(x) - 4 2 


سلسلة هباج 


نشاط (1) 

ا دالة معرفة و قابلة للاشتفاق على JR‏ و دس تع آ2 یکا جا کا كافك و 
تعرف الدالة h‏ على IR‏ ب (1 - × 12 = »)1 رت 

أحسب (×) ا دون تعيين h(x)‏ 


: الحل‎ 
كمايلي : 2-1 جم« :نا منه 2 جد : نا‎ u لنعرف الدالة‎ 
h(x) = f(2 x — 1) = f(u(x)) = f o u(x) ای‎ 
h'(x) = u'(x) x (f '(u(x)) : منه‎ 
یع پر وا‎ x- 1 
=2x : 


Qx-12+(@x-1)+1 
2 


4x -4x+1+2x-1+1 
3 2 
ٹر‎ 2+1 
إتجاه تغير دالة‎ 
1 دالة قابلة للاشتقاق على مجال‎ f 
I متزايدة تماما على‎ f من المجال 1 فإن الدالة‎ x اذا كان 0< (»)۴ من أجل كل‎ 
1 متناقصة تماما على‎ f إذا كان 0 > (×)۶ من أجل كل × من المجال 1 فإن الدالة‎ 
1 إذا كان ۲(0 من أجل كل × من المجال 1 فإن الدالة ۴ ثابتة على‎ 
القيم الحدية المحلية لدالة على مجال‎ 
0 دالة معرفة على مجال 1 يشمل العدد‎ f 
f قيمة حدية عظمى محلية على المجال 1 للدالة‎ f(xo) إذا كان من أجل كل × من المجال 1 : (1)80 > (×]1 نقول أن‎ 
f قيمة حدية صغرى محلية على المجال 1 للدالة‎ f(xo) من المجال 1 : (1)*0 < (×)1 تقول أن‎ x إذا كان من أجل كل‎ 
: مبرهنة‎ 
Xo دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال 1 يشمل العدد‎ f 
1 على المجال‎ f فإن (1)<0 هي قيمة حدية محلية للدالة‎ xo تغير إشارتها حول‎ f' إذا كان ۶)×0(>0 و‎ 
: تفسير‎ 
: تغير إشارتها إذن لدينا الحالتين التاليتين‎ f' و‎ f'(xo)= 0 


xel Xo 3 xe l| ×0 >‏ 
= 0 2 ۶00۱ أو £ 0 = f'(x)‏ 
f'‏ تغير إشارتها من + إلى - f'‏ تغير إشارتها من - إلى + 
اقفن : جدول ا 


xel| |1ء×‎ 


ñ 
f(x) >= جع‎ ۴ fO) کے‎ IE 
f(xo) š 


قیمة حدية صغرى 


مشتقات بعض الدوال المركبة 
u‏ دالة قابلة للاشتقاق على مجال I‏ 
مشتقة الدالة (2)نا حب هي ل« وم × حيث 60<0نا 
uo) °‏ 2 
مشتقة الدالة "[(×)ں] × هي ''[(<)نا] n : n x u(x) x‏ عدد طبيعي أكبر من 1 
مشتقة الدالة sin(u(x))‏ ل هي u'(x) x cos(u(x))‏ 
مشتقة الدالة cos(u(x))‏ × هي u'(x) x sin(u(x))‏ - 


نشاط : 
إليك التمثیل البياني لدالة g‏ قابلة للاشتقاق على المجال [1:3-] 
1 - آرسم جدول تغيرات الدالة g‏ على المجال [3 : 1-] ثم استنتج إشارة 
(<)ع على المجال [3 : 1-] 
2 - لنعتبر دالة عددية f‏ على المجال [3: 1-] معرفة ب g(x)‏ = (1)2 
أحسب f'(x)‏ بدلالة (×)ع و («)'ع ثم إستنتج إشارة (1")2 
الحل: 
1 جدول تغیرات الدالة g‏ على [1:3-] 
من منختی الذالة g‏ نلاحظ أن : ع متناقصة على المجال ]1 :1-[ و متزايدة 
على المجال [1:3] و gC-1)=1‏ ؟ 1< (1)ع p(3)=3‏ + 07-0 یر g(2)=0‏ 
منه : جدول التغیرات التالي : 


x |-I 0 1 2 s 
E(x) 0 7 
1 3 
56 رک عو کے یج‎ 
0 
=Í 
x. al 1 3 Ë 1 
O نتيجة : جدول إشارة (×)ع : یڑ اہ‎ 
393399 ۹۰۰۹ 
ود‎ 
E E E 
f(x) = [e(x)]° لدينا‎ 2 


ا DEGREE‏ ایا 
إذن : إشارة f'(x)‏ هي إشارة (×)ع x‏ (×)ع كمايلي : 
3 2 0 


ےہ سے 
` 


جع 
e) | + Ó 5 +‏ 
g'(x) x 22 - 0 sa 0 = +‏ 


خلاصة : جدول إشارة (×) على المجال [3: 1-] : 
1 1 


التقریب التآلفي لذالة : 
۶ دالة معرفة على مجال مفتوح 1 يشمل العدد X‏ 
إذا'كانت f‏ قابلة للاشتقاق عاد × 'فان يوجد دالة عددية © حيث من أجل كل عدد حقیقي h‏ یحقق أن 1> (11+ (X‏ لدینا : 
(ط)ع ط + x) +h f(x)‏ > (طا + f(x‏ مع 0= (0ا)٤‏ 5 أي من أجل h‏ قريب من الصفر فإن : 
: 0 ج ا 
(ج)'۲ ط+-(3ا1 - زط + f(x‏ لان :0= (ط)ع × ط 
في هذه الحالة العدد f(x) +h f'(x)‏ يسمى التقريب التآلفي — (1 + fix‏ من أجل ا يقترب من :0 ۔مزفق بالذالة ۴ 
ملاحظة : إذا وضعنا h)-x‏ + <) > يك f(x) s‏ - (ط + f(x‏ = يك فان المساواة (0)ع طط + fix + h)= f(x) +h f'(x)‏ 
تصبح (ط)ء ط + f(x +h)-f(x)=hf'(x)‏ 
a 3 A 9)0 A “ul‏ 2 ا اک Ay E‏ 
سرت As‏ 00ک ۸م یہ شر و و 
RS TOS) SE 5‏ 
نضع إصطلاحا الصياغة التفاضلية التالية : x‏ 1007 أي حل ٠")‏ = حل 
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نية متتابعة حیث ایکون الفرّق بيتها عدذ حقيقي h‏ يؤوك إلى 0 و ذلك 


f(x) = f(xo+ h) = 3اا‎ + hf (Xo) 
f(x2) = f(x + h) > fix) + h f(x 1) 
f(x) = f(xa + h) = (ہ×اا‎ + h f'(xX5) 


fxn) = f(x, + h) = f(x.) + h لبك‎ 

Axi f(x) + /‏ ؛ Fx,))-...... + Ax(x2: f(2)‏ ; مم و عند 
الربط بين هذه النقط نحصل لى تمثيل بياني تقريبي لمنحنى الدآلة ۴ على المجال 1 كلما اقٹرت h‏ من 0 

ملاحظة : العدد 1 يسمى الخطوة 


نشاط : 
۴ دالة تحقق]| 0(=1)؟ 
EN‏ 

باستعمال طريقة أولر من أجل الخطوة 0,5 = ط أحسب (۴)0,5 + (1)1 + (1)1,5 

الحل : 

التقریب التآلفي للدالة f‏ هو من الشکل : fix+h)=f(x)+hf'(x)‏ 

و من أجل 1-0.5 تحضل على f(x + 0,5) > )×(+ h f'(x) r‏ 

بما أن ×ل>(ج)"] نعتبر المجال [0,:2] 

0-7ص 0" 050+ (0] = )0.5+ 10 
أي : f05)=1+0=1‏ 

من أجل x=0.5‏ نحصل على 5 + f(0.5 + 0.5) = f(0.5)‏ 
أي 0,505 +1 = f(1)‏ 

U +0.5) 2 f) + 0.5 (1 اکل ڑے‎ 


+1 O5: 010ء0‎ 


sin  ةلادلا‎ 

الدالة 81101 جهم» معرفة و قابلة للاشتقاق على [R‏ و دالتها المشتقة cos x‏ سمخ« و من خواضھا الأساسية مايلي : 
من أجل کل x‏ من IR‏ فان IR‏ € )7 2 +<) و 5122 = sin(x +2 r)‏ 

يكفي دراستها على المجال ]5 : 7 -] 

sin(-x)=-sinX و‎ (-X) € IR jl IR من‎ x أجل كل‎ 

اذن الدالة sin‏ فردية أي منحناها يقبل مبدأ المعلم كمركز تناظر 

جدول التغيرات على المجال  : R|‏ -| 


ذن : الدالة Sin‏ دورية و دورها ٭ 2 


x L z کی 2 ط2 2۔‎ 
cos x = 0 7 0 _ 
0 1 
sin x e اھ‎ 
4 0 


cos الدالة‎ 

الدالة × ومنت جم« معرفة و قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتھا المشتقة × طاو -جمع 
و من خواصھا الأساسية : 

من أجل كل x‏ من R ¿š IR‏ © (27 +2) و × وم - (27 + میدی 

إذن الدالة COS‏ دورية و دورها 27 إذن يكفي دراستها على المجال ]۸ : ۸ -] 

من أجل كل × من IR‏ فان (-x) e IR‏ و cos(-x)=cosx‏ 

إذن الدالة cos‏ زوجية أي منحناها يقبل حامل محور التراتيب كمحور تناظر 


جدول التغيرات على المجال ]7 : *-] .. ,7 ; x z‏ 
sin x |‏ - 
cosx E‏ 
الدالة š tan‏ 
الدالة tan x‏ ہے× معرفة من أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن Ek‏ > حيث k‏ عدد صحیح لأن tan x= SID X‏ 
cos x‏ 


إذن معرفة من أجل cosx=0‏ 

و من خواصھا الأساسية : 

من أجل كل x‏ يختلف عن tak‏ 3 فان tan(x + 7) = tan x‏ 

إذن الدالة tan‏ دورية و دورها m‏ إذن يكفي دراستها على المجال ]0 ; 7 -] 

من أجل كل × يختلف عن ٣٤‏ فان tan(- x) = - tan x‏ 

إذن الدالة tan‏ فردية منه منحناها يقبل مبدأ المعلم كمركز تناظر 

من أجل كل x‏ يختلف عن عاج + 2 فإن الدالة أ tan‏ قابلة اللآشتقاق عند × وادالتها المشتقة +tan2 x‏ 1 ہےر إذن 
0 

جدول التغيرات على المجال ]5 : 7-] 


1 + tan? x 


tan x 
tanî) = 0 =0 
cos(- r) -1 
tan (7) = SZ - 2 وت‎ 
6057 1۔‎ 
lim cosx=0 ¿V lim tan x = lim بت‎ = (Ë Sin(- z/2) — 
x S 2۔‎ x S, 2 k Smp E 50 Y 
i و‎ Sinx _._ sin 7/2) _ 
lim tan x = lim ا ہے‎ = 
x >> 2 x >> 2 ر‎ <0 0 
lim tan x = lim رت د‎ O) = Z 
x 5 "2 x 72 y S Dr z 7 
1 5 ہے ٭ لل5‎ sin(x/2) 
lim tan x = lim E lim 
x > 2 x 5 2 مک‎ 


نشاط : 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب × 2هذه > f(x)‏ و (C)‏ منحناها فی معلم متعامد (o;T;])‏ 
1 - بین أن الدالة f‏ دورية و دورها T‏ 
2 بين أن حامل محور التراتيب هو محور تناظر للمنحنى (C)‏ 
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سلسلة هباج 


3 - أدرس تغيرات الدالة f‏ على المجال [5/2 : 0] 
4 - أرسم المنحنى (O)‏ على [0:5/2] ثم على المجال [ ك3 : 2 -] 
الحسل : 
1 من أجل كل × sin?(x + m) = (- sin x)? = sin? x y (+e IR IR OS‏ 
إذن : (»)؟ = ٨(‏ +×]1 منه f‏ دورية و دورها 7 
2ے می أجل کل × هن x)=( 7702 sin? xX 5 CC € IR= ¿ë TR‏ مو 
إذن : f(x)‏ = (×-]1 منه f‏ دالة زوجية إذن : محور التراتيب هو محور تناظر للمنحنی (C)‏ 
13 معرفة و قابلة للاشتقاق غلى [7/2: [O‏ و دالتها المشتقة cosxsinx‏ 2 - ()' 1 
إذن : 0 <(»)'۴ من أجل ]2/2 : 0[كء cosx>0 ¿V x‏ و sSinx>0‏ 


منه التغيرات : 
جدول التغيرات 2 


f'(x) 0 + ف2‎ 


1 
f(x) =‏ 
0 
4 طريقة الرسم : 


]0:7/2[ على المجال‎ (C) نرسعٴجزء المنحنى‎ V 
]-7/2 : 0[ بالتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب (دالة زوجية) نرسم المنحنى على‎ > 
نحصل على المنحنى‎ (m بإجراء سحب المنخنى على المجال [72/2 : 7/2-] بخطوة قذرها 7 (الدالة دورية و دورها‎ > 


(0) سی سجن [ة : 2 ] 


سلسلة هباج 


تمارين الكتاب المدر سي 


1  نيرمتلا‎ 

1)0( =| × +3 بے‎ IR دالة معرفة على‎ f 

1- تحقق أن من أجل كل Q‏ غير معدوم يكون : حتلم ت ED Dy‏ 101 
h h +2h+4+2‏ 


2 - إستنتج أن الدالة f‏ قابلة للاشتقاق عند 1 ثم عين (1')1 


5 5 2 چٹ چس ہے‎ 1 
+m RD _ ORSON +3 a EST 
h 7 : غير معدوم فان‎ h من أجل كل‎ 1 
h + 4-2 
h 
h'+2h+4-2 
x 
h 
“HK ا‎ 
hN h7 (2ھ+4+ط2+‎ 
< h(h + 2) 
ط 2+ خط إعط‎ +4 + 2( 


= 2 


20+42 + تال 


1)1 + (ط‎ - f0) 


2 تعلم أن ٥ھ ٠*1‏ 
h—0 h‏ 
إذن 2-1 2 کے 2 = lim‏ = (۲))1 
h—>0 [P +2h+4+2 4 0,27‏ 
تحقیق : = 3 f'ix)=‏ 
DINK 3 3‏ 
ا 1 1 < (()) 
3 يم )1( 
التمرین — 2 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب .f(x)=|x|‏ أثبت أن f‏ لا تقبل الاشتقاق عند 0 
1 2 
يكن 1618 0-0 0 کورکوا و . 
lim I =lim‏ 
h‏ 0ج طا 2 h—>0‏ 
اط ' 
nt =‏ 
5 الین كمايلي h—0 h‏ 
سرت اطا f‏ 1 
الین ؟ رر ے اھ lim‏ لالط كار هنا لان lim |h|=h‏ 
O‏ نی š O‏ 0“ 0 
الثانية : 1-= tim = lim‏ = )0 0 هنا ?> lm [h|=-h‏ 
EO ym Woh‏ 0ک" hS0‏ 


نتيجة : اة 100 -180 شك لاتقين نهاية لما يوون h‏ إلى 0 


إذن : الدالة f‏ غير قابلة للاشتقاق s=‏ 0 


سلسلة هباج 


الت 


3  نيرمتلا‎ 

f'C1)=2 ¿a )-1( دالة قابلة للاشتقاق عند‎ f 

علما أن المنحنى الممثل للدالة f‏ في معلم يمر بالنقطة (3 - : 1-)4 : أكتب معادلة لمماس هذا المنحنى عند النقطة ۸ 
ا لنٹ کے 


:۸)1 تنتمی الئ متحنى الدالة ۴ إذن : 3 - > (1 -)1 

معادلة مماس المنحنى عند نقطة ذات الفاصلة )| -) تكتب من الشكل : 
y=f'(-1Xx-—(- 1) +f 1)‏ 

y= 2(xX-F 1) TC 3) : أي‎ 

y > 25-1‏ و هي معادلة المماش المطلوبة:ء 


دو ا 

0 و قابلة للإشتقاق عند‎ IR معرفة على‎ f منحنى بياني لدالة‎ (C) 

المستقيم (T)‏ ذو المعادلة × 2-3 > ر هو مماس للمنحنى (C)‏ عند النقطة (2 : ۸)0 
1-حدد (1)0 ؛ (۴')0 


2 - فسر هندسيا النهاية' 2= lim‏ ثم برر'وجؤدها و غين قيمتها 
Xx—>0 x 4 ۱‏ 
| النقطة A(0:2)‏ تنتمي إلى المنحنى (C)‏ ,إذن 2< (1)0 
yaa‏ آلمنحتی (C)‏ ا سے کے 0 له المعادلة « 2-3  >‏ أي ميله هو 3- منه 3--(0"'] 


ا عق دن تمل نميل 2k"‏ متحنى الدالة ۴ غد النقظة دات الفاصلة. 0 لأنها تكتب من الشكل 
0- تا ور کت 0 
x0‏ آ0 رع 
:هذه النهاية موجودة لان الدالة f‏ قابلة للاشتقاق عن 0 وإشيمتها 3->(0)ع - 2 


إليك التمثيل البياني لدالة f‏ و المستقيمات (Ti)‏ و (Tj)‏ مماسات له 
1 حدد القيم التالية : )0 ؛ (1)1 + (۴')0 + f'()‏ 
2 أكتب معادلة لكل من المستقيمين (Ti)‏ و (T;)‏ 
1 سی 
اک ی ان f‏ نلاحظ أن النقط (2 :۸)0 و B(1;2)‏ 
تنتمي إلى المنحنى (C)‏ اللدالة f‏ إذن : f0)=2‏ و 1(=2] 
نلاحظ أيضا أن مماس المنحنی عند النقطة (2 : 8)1 يوازي محور 


الفو اصل إذن ميله معدوم آي f'(1)=0‏ 
تلاحظ أيضا أن مماس المنحثى عند النقطة (2 : ۸)0 مائل بزاوية 0 
1 
tan (= —=-2‏ 


۶۶" ۶وی ع 

نتيجة : 0-(1"] و 2-=(۴)0 

(Ti) — 2‏ مماس لمنحنى الدالة f‏ غند ( 
y= (0-0 + 0)‏ 3 2 
(T>)‏ مماس لمنحنى الدالة f‏ عند )2 

اکبرین — 6 

۸)- 2 :3( يشمل النقطة‎ f تمثيل بياني لدالة‎ (C) 

3-23 +1-201 عند النقطة ۸ يوازي المستقيم ذو المعادلة‎ (C) مماس للمنحنى‎ (T) 

آكتب معادلة المستقیم (T)‏ 

6  لصحلا‎ 

المماس. (T)‏ يوازي المستقيم ذو المعادلة 0 -1 + ر 2- × 3 إذن لهما نفس معامل التوجيه الذي يساوي 3/2 a/b)‏ - من 

أجل معادلة مستقيم من الشكل ax+by+c=0‏ حيث 0 عد ) 

f'e 2)=3/2 : 53 


من جهة أخرى النقطة (3 : 2-)۸ تنتمي إلى المتحنى f-2)=3: 3 (C)‏ 


9 


: 0ھ إذن معادلته : 
5 


ن معادلته (1)1+ (1-»)(1) ۴= ر أي y=2‏ لآن f'(l)=0‏ 


مته معادلة المماس (T)‏ هي  :‏ (2 -1 + (2 +2(2 "7 - 


أي : 


` 
lI 
u 


£ 


+ P: 
توم‎ 
5 


سان سان 


=i 


تح رد دی S‏ وھ sC‏ 
3G2)+6=-3+6=‏ === 


التمرین — 7 
(C)‏ منحنى الدالة ۴ المعرفة على جر يي TG)‏ 
1 اتان من یل 20ر فان لطا ومع — 


2 - هل العبارة MN-1‏ 


3 


تقبل نهاية ase‏ یؤول h‏ إلى 0 ؟ 


1 J 


سلسلة هياج 


أعط تفسيرا هندسيا للجواب عن السؤال )2( ثم أكتب معادلتي نصفي المماسين للمنحنی (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 1 


- 2+ TE 
ےہ ا دک 021 ا صطجل  1 كك‎ 
_ '+2h+1-+ h[-1 
h 
h+2h+ lhl 
h 
اطا ط2 ا ۔‎ 
h h h 
53 لطا‎ 
h+2+ 2 
: إلى 0 لان‎ h ہما أن العبارة اط لا تقبل نهاية عندما يؤول‎ - 2 
lim حك سناد لقا‎ 
1 20 0خ‎ 
با م اطا س 4 النهايتين مختلفتين‎ 
im ںا لہ‎ 
0ك 0جط‎ 
0 إلى‎ h لا تقبل أيضا نهاية لما يؤولَ‎ h+2+ ہو لطا‎ 
: التفسير الهندسي‎ 3 
h يؤول إلى 0 هذا ب يعني أن العيارة (1]1 -( لكك لاتقبل نؤلية لما‎ h العبا برد لطا وين لا تقبل نهاية لقا‎ 
0 یؤول إلى‎ 
1 أي الدالة ۴ غير قابلة للاشتقاق عند‎ 
lim ا لان کلت‎ D1 اطا بيجن ہز‎ N, 
0ت7 0ت 0ت‎ 
رذع اتا ضير‎ sqa s EEE DE لطاع ویر حير‎ 7 
hSoh hSo hSo h 


أي الدالة f‏ تقبل الاشتقاق على يمين 1 و عددها المشتق هو 3 
و تقبل الاشتقاق على يسار 1 و عددھا المشتق هو 1 


إذن المنحنى Jb (C)‏ نصفي مماسين عند النقطة ذات الفاصلة 1 أحذهمًا على اليمين و ميله 3 الآخر على 


اليسار و ميله 1 معادلاتهما على الترتيب : 
على اليمين : (11+(1 - 3)6  >‏ 


أي 1+(3-1=ر آي 2=y=3x‏ 
10 
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على السار : (1)] + (1 )ا y‏ اي ١ا x‏ ۶ای yx‏ 
التمرين ‏ 8 
f‏ دالة معرفة على ]ہ+:2۔] ب 2+ | f)(=‏ 
1 - أحسب lim 1C2 +h)‏ 
2 0 مت ط : 
2 هل الدالة f‏ تقبل الاشتقاق على يمين )2 -) ؟ فسر هندسيا 
1 - 8 کے جح رش 
-2+h+ 3 20290‏ کک Tim f-2 +h)‏ 
REO H Sg h‏ 
h‏ = 
im ==‏ 
h‏ 0 ت6 
jim 1‏ = 
h2,0Nh‏ 
متك 


1-72-+( 1-2) 


+o : ہما أن‎ 2 
h 


1)- 2( = 0 (حسب السؤال الأول) لان‎ lim 
0ت‎ 
- 2 غير قابلة للاشتقاق على يمين‎ f فإن الدالة‎ 


هندسيا : منحنى الدالة f‏ يقبل نصف مماس على يمين 2 - يوازي حامل محور التراتيب 


التمرين ‏ 9 
daa 1‏ جزئي من R‏ يشمل العدد » . f‏ دالة معرفة على 1 و قابلة للاشتقاق عند © حيث ) - (0)'+ مع +1 > ) 
2 . )10-1 
نعتبر الدالة g‏ معرفة على T Jaa‏ © 1*5 اودع g(x)=‏ 
t + x=‏ 


1 - أثبت أن g‏ مستمرة عند » 
2 من أجل (م) ۔اء × أكتب f(x)‏ بدلالة x‏ و g(x)‏ 
3 احسب lim f(x)‏ اذا تستنتج ؟ 

x ےه‎ 


الحمل 2 Re)‏ = 0 
1 الدالة ‏ قابلة للاشتقاق عند © و ]= (1'0 إذن حسف التعریف فان : ]= س مون > (ہ)٤‏ 
OO‏ 8-0 رتا 
g(x)= ( :53' gx)= —— s‏ "هاا 
m 0‏ جع 
نتيجة : (ن)ع =( <(×)ع lim‏ إذن : الدالة g‏ مستمرة عند G‏ 
sa‏ 100-100 
5 ا ا 
2 من أجل (©0) -1 € × لدينا : - ريوع 
ل g(x) = f(x) — f(a)‏ (ه - (x‏ 
أي : f(x) = f(a) + (x - a) g(x)‏ 
3 - حسب السؤال (2) فان : ()ع lm fe@a)=lim f(@) + (x - a)‏ 
O‏ سيك 
=lim fa) + (x - a)‏ ان lim g()=(‏ 
جی tt X‏ ےڈ 
f(a)‏ - لأن lm (x-o@)(=0‏ 
نتيجة : (100 -(×]1 11323 إذن : f‏ دالة مستمرة عند © یا 
wv O‏ 
التمرین — 10 
لتكن f‏ دالة معرفة على R‏ ب |4 -*<|++ 3-(10 
1 - تحقق أن f‏ مستمرة عند 2- 
ہمت _ 6+ لط +12 


2 برهن أن من أجل ]1/2 ; 0[ل]0 : 1/2 -[ء 8 فان ورم لظا+و 1 
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3 - هل الدالة f‏ قابلة للاشتقاق عند 2-؟ 
الحل - 10 
lim f()=lim _3x+|x-4|=-6‏ 
x 4-2 x4 2‏ 
L-2) = 30 2(+ |) 27-4 = -6‏ 
تتیجة : (2 -)1 = (×)؟_ 1ا إذن + مستمرة عند 2— 
x—-2‏ 
2 - لیکن ]1/2 : 0[0ا]1/2:0 -ڑء h‏ 
+h) +| 2 +h) -4|+ 6‏ 302 _ 6+(ط+ 1-2 
h 1 h‏ 
-6+3h+|4-4h +h - 4| +6‏ _ 
h‏ 
lh? -4hl|‏ جمد 
h‏ 
3h+|h|x|h-4|‏ 
1 20 
h‏ 
230-41 
ہما أن ]1/2 : 0[لا]0 : 1/2 -[ء h‏ فإن h-4<0‏ أي : [h-4|=4-h‏ 


چاا 5 الطاب 2ئ g‏ ہے 
f-2+h)+6‏ وج تال ٹا 
h h> 0 h‏ 

tma 1‏ زا = حب اسول (2) 

إذن : نميز حالتين : 

الأولى + 2211 4-0 لک 3ے زلف 8 اطا + و هنا لأن |h|=—h‏ 
hSo IN‏ 

|h|=h لان‎ Hm 3+!ÍBl ۶۰ : لثقية‎ 
0 h 

a‏ ا 2 زر عر 2ح تلط 2 ع8 


3 - لدینا : f 32y=-6 ¿9 lna‏ 
وت للا ان 


lim 1 

0ك hSo‏ 
إذن : الدالة f‏ غير قابلة للاشتقاق عند 2 - 

11  نيرمتلا‎ 

في كل حالة من الحالات التالیة عين مجموعة التعريف للدالة ثم أحسب مشتقتها 


رے۔ نے بد (x‏ (+)-> و0 
رج تو 23 2+4 | - و 


f 1‏ معرفة و قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 
x(x +1)‏ 2-)1 +100 ° 
اکس ا رم 
)#1( 
kK +12 2‏ 
1 + ٹم 
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1 
lx. x- (x+ P 
x 


×-1 


h 3‏ معرفة و قابلة للاشتقاق على ]20 + : 0[ إو دالتھا المشتقة : ×× 


x 2× 
1 ا‎ 1 
=(1-— + x+ — 
ری‎ (s+!) 
سے‎ [x- 1 ٭ہ‎ x+ 1 
EET 
رج دا‎ 1 
=2 [x- 
2 2 
کے‎ EOL 
ا“‎  ةفتشملا‎ aa ,و‎ IR معرفة و قابلة للاشتقاق على‎ 1 — 4 
ہک‎ een a 
x +4 +4 12 — التمرین‎ 
D على المجال‎ f عين في كل حالة من الحالات التالية مشتقة الدالة‎ 
D=R f(x) =x + x cos x -1 
D=R f(x) = cos x sin x -2 
D=R* 10) = کھلا‎ 5 
=. : CE 
D=]0:; r[ f(x) TE _- 4 
D=|0;z/2[ دم‎ SSX _ 5ے‎ 
- *+sin x 
D= R 1) = eos(-3 x+) = 
D=R fa) =3 x sin (x + Ê) -7 
D=R f(x) = )2 x + 4)° =Ñ 
D > 4ڑ‎ ; + of f) = [x—4 5 
ہ -[ > ا‎ 2] f0 = -2x+4 -0 
12 — =" 
f'(x) = 1 + 1 x cos x — x sin x اإنن:‎ f(w)=x+xcosx —1 
=1+cosx-xsinx 
f'(x) = - sin x x sin x + cos x x cos x : افن‎ f(x)=cosxsinx —2 
= cos? x= sin” x 
= cos 2 x 


15 


سلسلة هياج 


_ (cosx)x ×-1 x sin x 


f'(x) رر ان‎ Su 3ے‎ 
5 x 
= X cos x 
دومع‎ O(sin كه‎ COS ۴ ان‎ fix) = ا ا‎ 
sin x sin x 
x 
ے‎ _ - Sin x(- 1 + sin x) — (0 + cos x) cos x - 
(x)= = : إذن‎ 5 
(-1+sin x) 
sin x — sin” 2 
< sin x — (sin? x + cos? x) 
(- 1 + sin x) 
= 7+7 
(- 1 +sin x) 
])( ناد ۔>‎ sin(- کا‎ Q -() : إذن‎ f(x)= cos(- 3 x+ 3 s 


=3si(-3 × + 2) 
f'6)=3xsm(-x+3)+3xx(cos(-x + 2) : إذن‎ fx)=3xsin(-x+ Û) ہے‎ 
r 
E E E کر‎ 
3 sin( x+=) 3xcos( x+ >) 
] و‎ = 2)2 x + 4)* x 5 = 10(2 x + 4)° 


—— اد زوم 
x-4‏ 2 


f(x) = (2 x + 4)° 8 


x =4 >= 9‏ = نا 
0- 24 -] =( إنن : یکا ا — کے وی 


8 
Ea‏ ور x+4 -2x+4‏ 2 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب + 05» = f(x)‏ 
1— عين f')‏ ؛ (fO) + YUO0)‏ (م۶۳ الدوال المشتقة المتتابعة للدالة f‏ 
2 — إستنتج حسب قيم العدد الطبيعي n‏ غير المعدوم عبارة f(x)‏ 
الحسل — 13 
اا f'(x)=-sinx‏ 
f "(x)= - COS x‏ 
=-(-sinx)=sin x‏ 0ع 
f°) = cos x = f(x)‏ 
2 لاحظ أن من أجل n=5‏ فان (' = 10 f(x) GV‏ = )11 


00 x) 
f(x) = f (x) : إذن‎ 


fx) = f(x) = f(x) 
و منه النتيجة التالية ٭‎ 
ke IN* مع‎ f"(x)=cosx jli n=4k إذا کان‎ 7 
kelN ورمع‎ ®()=-sinx- فان‎ n=4k+1 إذاكان‎ 7 
عدومه-ك !29 مع ۔ 1ےا‎ ¿ë n=4k+2 إذاكان‎ 7 
kelN مع‎ f"(&)=sinx o n=4k+3 إذاكان‎ V 
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14  نيرمتلا‎ 

من أجل كل x € IR*‏ نعرف الدالتين f‏ و g‏ كمايلي : ا در و ال += ومع 

نسمي "۴ و "ام المشنقتان ذات الرتبة n‏ للدالتین f‏ 0 سیت ¿Pb‏ ۾ عدد طبيعي غير معدوم . 
عين أصغر عدد طبيعي غير معدوم n‏ يكون من أجله ٦00 - g‏ 

الحل — 14 

g(x) = f(x) + x? ro × e IR* أن من أجل کل‎ sy 

لتعرف الذالة h‏ على IR*‏ »69 

إذن :من أجل كل x‏ من IR*‏ فان g(x) f(x) +h(x)‏ 

منة :مق أجل کل × (S‏ *18 ہن جح 590 23 0 ع 

إذن : rm Gg‏ "ارخ اذاو فقط Y‏ کان من as]‏ كن e IR*‏ × : 0=(" 1 

h x)=0 اط و 2< ووظ و‎ -2 x« 

إذن : أصغر عدد طبيعي n‏ يحقق “۴= ع هو n=3‏ 

15  نيرمتلا‎ 

لتكن f‏ و ۽ دالتين معرفتبن على IR‏ ب ×0 هذه - f(x)‏ و < 0560© - (×)ع حيث 0 عدد حقيقي غير معدوم 
بین أن O‏ = 

2 بین أن gO)‏ 6 - = ()''ج 

من أجل كل عددين حقيقيين ۾ و b‏ نضع +b g(x)‏ (×)۴ ۾ = h(x)‏ 

h''(x) = - 02 h(x) بین أن‎ - 3 


15 — الصل‎ 
f'(x) = 0 cos 0 x : انن‎ f(x)=sin0 x 1ی‎ 
f"(x) = 6(- 0 sin 0 x) : منه‎ 
f"(x) =- 62 sin 0 x : أي‎ 
و هو المطلوب‎ f"(x)=- - 02 f(x) أي::‎ 
مزه 0 - > )اع‎ 6 x : وم = (×)ع إذن‎ 6 x 
g'"(x) = - 0(0 cos 0 x) : منه‎ š 
و هو المطلوب‎ g"(x)= - - 02 اق («)ع‎ 
h"(x) =a f "(x) + b g"(x) : إذن‎ h(x)=af(x)+bg(x) 2ے‎ 
"(x)= a(- ٥” رھ‎ + b(- 62 g(x)) : أي‎ 
h"(x) = - 0*(a f(x) + b g(x)) : أي‎ 
و هو المطلوب‎ h"(x)=-02.h(x) : أي‎ 
16  نيرمتلا‎ 


؟)(=×x+‎ 1+ ب “د‎ IR دالة معرفة على‎ f 
1+ x* x f '(x) = f(x) : × تحقق أن من أجل كل عدد حقيقي‎ 1 
(1 +x) f"(x) + x f '(x) - f(x) =0 LX إستنتج أن من أجل كل عدد حقيقي‎ - 2 
16  لحلا‎ 


1 من أجل کل × من IR ١‏ لدينا : کے + 1=( 
FER‏ 
ا سس یہ سے را 
x‏ + 


ا 
FEK.‏ 
منه : x f'(x) = f(x)‏ 1+2 | و هو المطلوب 


2 - لدینا من أجل :کل × س 18 : f()= 1 +x? x F(x)‏ 
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لیکن 0= (»)ع 
اذن : لما ]» : ہہ x e]‏ فان ٠ g(x)<0‏ 
لما بو دعر فان g(x)=0‏ 
لما El‏ فان x: 8 ë= +8 E‏ 
منه جدول إشارة f'(x)‏ حيث f'(ix) =g(x)‏ + 0 = 28 
3 جدول تغیرات الدالة f‏ على a +e IR‏ من۔| x‏ 
> 
f(x) = 0 +‏ 
+ 6+ 
f(x)‏ 
شر کاو f(a)‏ 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب 1+ f)x(=2 x» + 12x‏ 
1 — أدرس تغیرات الدالة f‏ 
2 هل f‏ تقبل قيم حدیة محلية ؟ 
3 هل f‏ محدودة على IR‏ ؟ 
الحل ‏ 19 
1 - التغيرات : f‏ معرفة و قابلة للاشتقاق على IR‏ دالتها المشتقة : کی 78 5 
x(x 4)‏ 6 = × 24 + ”× 6= (×)'۴ و اشارتها.: > = 
6xx+4) |, + 0 = Ó 5 lim If(x)=lim 2‏ 
xX—-‏ م x—-‏ 
lim flx)=lim + co‏ 
مو + — +c X‏ جے ر 
جدول التغیرات : 40 ۔ 
1-65 + )12(16 + )64 -(2 = (4-)1 
2 — من جدول تغیرات الدالة ‏ نستنتج أن : 
f‏ تقبل قيمة حدية محلية عظمى عند 4 - و قيمتها 65 
f‏ تقبل قيمة حدية محلية صغرى عند 0 و قیمتھا 1 
3 - الدالة f‏ ليست محدودة على IR‏ لان إحدى نهايتها غير منتهية 
التمرين ‏ 20 
۾ عدد طبيعي غير معدوم و f‏ دالة عددية معرفة ب "×= f(x)‏ 
1 - أدرس حسب قيم n‏ تغبرات الدالة f‏ 
2 ناقش حسب قيم n‏ و a‏ عدد حلول المعادلة x"=a‏ حيث a‏ ثابت حقيقي 
"= — 20 
f— 1‏ وحيد حد من الدرجة n‏ إذن معرف و قابل للاشتقاق على IR‏ و مشتقة nx"!‏ =(»)'۴ 


لذن :15 من الشارة Se‏ لون 0 سم 


نميز الحالتين التاليتين : 


18 


= SS ASI 5 
(+1) (x +1) 
من أجل كل > من 10 یت‎ (<0 Sl N 


إذن : 5 | 
> 


- 0 


f‏ متزايدة f‏ متزايدة 


إذن : إشارة (×)'۴ هي إشارة x‏ 1 


لديناء: 0< [x‏ ل +1۔ يكافئ 


x <1 


يكافئ 


منه جدول الاشارة التالي : سے 
> 


التمرين ‏ 18 
دالة معرفة على 1۸ ب 
1- أحسب f'@)‏ ٹم 60(" 
2 - إستنتج إشارة f'(x)‏ على IR‏ 
3 أنجز جدول تغيرات الدالة f‏ 
الحل ‏ 18 
1 - 


12 


1 


1 2 
هوب بعد 2 ہیں 
2 


E 
وک‎ x 


1 
2-2-2207 
2 


1 
3 
و روط بر وك رين" 
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f'(x) 


لان الطرفين موجبين 


12-3 اد 41د 


f(0) - ع4‎ Û x? +3 x 
)) 5 


=x +x+1 


2 - لئدرس تغیزات الدالة ۱+ 1+1 gix—‏ 


لدينا : g‏ معرفة و قابلة للاشتقاق IR ¿le‏ و ذالتهًا المشتقة 
1 + + ×= («)ع و إشارتها : 
2220 


جدول تغيرات الدالة g‏ : 


مو + ٥ x‏ ۔ 


' 
2 


I +o 
' š 


- 0 
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(g(x) = f'(x)) 


٠ إذن : لا تنعدم و تاخذ إشارة موجبة‎ A=1- 


x 
ge) 


g@) 
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لدينا : (f= ]0( x f "(x)]'‏ 
x f"(x) + [f "(%)]! x f(x)‏ وما - 
f'(x) x f "(x) + [n f'(x) x f(D] x f)‏ = 
=f'(x) x f(x) + n f'(x) x f "(x)‏ 
=f'(x) x f "(x)[1+ n]‏ 
=(n+ l) f'(x) x f "(x)‏ 
إذن : الخاصیة صحيحة من أجل 1 +1 
خلاصة : من أجل كل عدد طبيعي n‏ أكبر من 1 فان ()' "۴ x‏ )7)0 م = 'روح”ع) 
حذار! "[(8] = ()"۴ اکن 27 هي المشتقة ذات الرتبة n‏ للدالة f‏ 
g2‏ 00ت E2‏ 
إذا كان z > IN‏ فإن الخاصية محققة حسب السؤآل الأول 
إذا كان 1 2 نضء z=-n‏ حیث n © IN‏ 
من أجل 0 ر(»)۴ فان : [fJ = [FEO‏ 
1ئ 
جا 
f")‏ ل _ 
[COP‏ 
و" -n f(x‏ 2 
f(x)‏ 
=-nf'(x) x £rl2n(x)‏ 
ا 
چو وام جح z=-n ¿Ñ‏ 
إذن': الخاصية تبقى صحيحة من أجل (1 ;0 1-) - 2 € 2 
التمرین — 23 
باستعمال حاسبة بيانية مثلنا المنحنيين اللذين معادلتيهما 1 + - 2 ]؛ - و و 4+ 1در كمايلي : 
1 ماذا تلاحظ بالنسبة للمنحنيين عند النقطة ذات الفاصلة 1 ؟ 
2 - نعرف على IR‏ الدالتین f‏ و ع كمايلي : 1+ fC) = =x‏ 
1 ++ 1 - ومع 
برهن أن الدالتين f‏ و g‏ قابلتان للاشتقاق على IR‏ 
3 - احسب f()‏ ؛ )('( + (1)ع ؛ ١ v g'()‏ 
4 - تحقق من الملاحظة المصروحة في السؤال )1( ثم أكتب معادلة المماس 


الحل — 23 
1 نلاحظ أن المنحنيين يتماسان في النقطة ذات الفاصلة 1 (لهما نفس المماس عند هذه النقطة) 
2 بما أن.الدالة [x‏ ہے× قابلة للاشتقاق على ]0 + : 10[: و من أجل کل x‏ من IR‏ 
1<0 +× = × فان الذالة 1+ ×× |« :۴ قابلة للاشتقاق على IR‏ 
ہما أن" g‏ دالة کثیر حدود فإنها قابلة للاشتقاق على IR‏ 


fO=(1-1+1=1 85 


EE 
2x =x+1 
f'01)= 241:52 = 1 
ھ2‎ 72 


چان تن 


1 
Tapes ashpa 
0 ۶٦ 


20 


الحالة (1) n‏ فردي إذن : )1 (n—‏ زوجي | الحالة (2) n‏ زوجي إذن : )1 (n—‏ فردي 


2 لتكن المعادلة' ج = "× حيث 112 8 
نميز حالتين : 
الحالة (1) n‏ فردي : 
من أجل كل ae IR‏ فإن المعاذلة x"=a‏ تقبل حلا وحيدا غلى IR‏ 
الحالة (2) n‏ زوجي : 
من أجل 0 >3 المعادلة x"=a‏ لا تقبل أي حلفي 11 
من أجل 0= ة المعادلة ج = "× تقبل خلا واحدا'و هو 0 
من أجل 0 <8 المعادلة 2 > "× تقبل حلين مختلفين في IR‏ 


21  نيرمتلا‎ 
: IR عين مشتقات الدوال التالية على‎ 
f(x) ٹم‎ — x + ٹرر‎ 2 
سلب دهع‎ -2 
(x +3) 
حیث 0 عدد حقيقي غير معدوم‎ h(x) ء٦٣‎ -3 
k@y=|— 1 = 
Sl E 4 
21- J 
f'(x) = 5(3 x? -1() — x + 1“ ا‎ 
2 1 27 
رومع‎ = 0-8676 HET او‎ + 35 x 
Wes) (k 3° 
h'(x) = 3 x )- 6 sin 0 x) x cos? 6 x = - 3 0(sin 0 x)(cos? 0 x) 5 
و6‎ sss 1 = - x _ á 
Oe bl 2_1 2+. 
x +1 8 ) 8-1 
22  نيرمتلا‎ 


f‏ دالة قابلة للاشتقاق على مجال 1 و f'‏ دالتها المشتقة الأولى 
1 — أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي n‏ أكبر من 1 فإن . ()' "۴ × ()٤٠ھ‏ = '((8)" 6) 
2 برهن أنه يمكن تمديد هذه الخاصية إلى كل عدد صحیح غير معدوم 2 


22 — الحل‎ 
: كمايلي‎ n لنبرقن صحة هذه الخاصية بالتراجع على‎ - 1 
(£) = [CD x ([' : لدينا‎ n=2 من أجل‎ 
حسب الخواص‎ = + ''(x) x f(x) + f(x) x f '(x) 
=2 x f'(x) x f(x) 


=2 x f'(x) x F(x) 
n=2 إذن : الخاصية محققة من أجل‎ 
لنفرض أن (»)' "۴ × (٭)'۴ 8 > '((6”)2) من أجل 2 <ھ‎ 
FE EYN GF 700×۴00 هل‎ 
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سلسلة هباج 


ا ۶۳69(۷ (fT = [feo x‏ 
x f "(x) + [f "(x)]! x f(x)‏ 0٤ع‏ = 
f'(x) x f(x) + [n f '(x) x f60] x f(x)‏ = 
=f'(x) x f"(x) + n f(x) x f "(x)‏ 
f'(x) x f "(x)[1+ n]‏ = 
=(n+1) f(x) x f"(x)‏ 
إذن : الخاصية ضحيحة من أجل n+1‏ 
خلاصة : من أجل كل عدد طبیعي ‏ أكبر من 1 قان 00 f"‏ < وم م- '(۴"69) 
حذار! "[(۸] = ()"۴ اکن "۴ هي المشتقة ذات الرتبة n‏ للدالة f‏ 
2 سالیکن [1: 1:0 ) بے 
إذا کان Ze IN‏ فإن الخاصية محققة حسب السوٌال الأول 
إذا كان آ1 2 >= z=-n‏ حیث ne IN‏ 
من أجل 0 7(»)؟ فإن : [ECO] = [f "Gol‏ 
1 - 
ل 
f(x)‏ دوماع ك0 کے 
EOF‏ 
-nf (x f")‏ _ 
f)‏ 
=-nf'(x) x f ™()‏ 
06نا 
۲٢0(۰‏ 2ھ z=-n ¿N‏ 
إذن : الخاصیة تبقى صحیحة من أجل (1 ;0 1-) - 2 € 2 
التمرين — 23 7 A‏ 
باستعمال حاسبة بيانية مثلنا المنحنيين اللذین معادلتيهما x —x+1‏ وو الع عدر كما يلي : 
1 ماذا تلاحظ بالنسبة للمنحنيين عند النقطة ذات الفاصلة 1 ؟ 
2 نعرف على IR‏ الدالتین f‏ و ع كمايلي : 1+ f) =x =x‏ 


++ رر ومع 


برهن أن الدالتين f‏ و ج قابلتان للاشتقاق على IR‏ 
3 - احسب (10 + )('¿ + (80 + g)‏ 
4 - تحقق من الملاحظة المصروحة في السؤال (1) .ثم أكتب معادلة المماس 


الل 23 
1 — نلاحظ أن المنحنيين يتماسان في النقطة ذات الفاصلة 1 (لهما نفس المماس عند هذه النقطة) 
2 ہما أن الدالة x— |x‏ قابلة للاشتقاق على ]ہہ + : 0[ و من أجل كل x‏ من IR‏ 
x =x+1>0‏ فان الدالة ‏ 1 + ×× لاج × :2 قابلة للاشتقاق على IR‏ 
ہما أن g‏ دالة كثير حدود فإنها قابلة للاشتقاق على IR‏ 


f{O=(1-1+1=1 = 
0= 2x-1 

2x =x +1 
ا‎ 70 

2:0926. 2 


1 
5 4k 2 
g(1) 1 1 
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سلسلة هباج 


-L 4‏ للك ومع زا 
f'(1)=g(1)=1⁄2‏ 
فإن منحنيي الدالتین f‏ و g‏ لهما نفس المماس عند النقطة A(1;1)‏ و معادلتة: 


x+— أي‎ y=lG@-D+1 


حر 
التمرین — 24 > < 
برر التقريب التآلفي المحلي :ند 0 في كل حالة من الحالات التالية : 
ا ×4103 رت ق۵ کے لوم (1*x‏ 
1 


sin x= x -4 #1=x —2 
24 — الحل‎ 


1 لٹکن f‏ دالة معزفة بے fx)=(1+x)‏ 
إذن : ۶ قابلة للاشتقاق على IR‏ :و دالتها المشتقة f'x)=3(1+x) _  :‏ 


Ex 


< : ۲)0(23 
نتيجة : التقريب'التآلفي المحلي عند 0 للدالة f‏ هو:: x— f '(0)(x — 0) + f(0)‏ 
أي 3+1 xe‏ 
2 - لتكن g‏ دالة معرفة ب ل دومع 
1699 
g‏ قابلة للاشتقاق على مجال مفتوح يشمل العدد 0 و دالٹھا المشتقة : 5 ات = E)‏ 
قلف | 500-55 (+x)‏ 
نتيجة : التقريب التألفي المحلي عند 0 للدالة ع هو: ‏ (0)ع + (0۵()۴-0)ع +× 
أي : [ جر شر 
3ے لتكن h‏ دالة معرفة ب + 1[ =()ط 
h‏ قابلة للاشتقاق على مجال مفتوح يشمل العدد 0 و دالتها المشتقة سے = h)‏ 
+201 


h'(0) = 1 r aN 


نتيجة : التقریب التالفي المحلي عند 0 للدالة h‏ هوا: x— h'(0)(x — 0) + h(0)‏ 

أي : امع 

4 لتكن ( دالة معرفة ہے ((x)=sin x‏ 
] قابلة للاشتقاق على مجال مفتوح یشمل العدد 0 و دالتها المشتقة  :‏ × دہ > (x)‏ 
إذن : ('(0)=cos(0)=]‏ 

نتيجة : التقريب التآلفي المحلی عند 0 للدالة Ü‏ هو : (0)) + )0 — 1(x‏ ہےر 

أي : x‏ جاير 

25  نيرمتلا‎ 

100 =× ب‎ IR دالة معرفة على‎ f 

1 - عين التقريب التالفي لعبارة (ط +102 من أجل h‏ قريب من 0 

2 — أحسب بهذا التقريب قيمة مقربة ل 0292( 

الكل - 25 

f 1‏ قابلة للاشتقاق على جال مفتوح يشمل sJ‏ 2 و دالتھا المشتقة ×2=()'؟ 
ان 2071-42 OE‏ 


منه : التقريب التآلفي المحلي عند 2 للدالة ۴ هو : x— 4(x — 2) + f(2)‏ 
اق x> 4x-8+4‏ 
أي.: x— 4x-4‏ 
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سلسلة هباج 


f() xz 4 x—4 : نتيجة‎ 
یقارب‎ 

إذن : 4-(ط + 4)2 > (ط+1)2 من أجل h‏ یقترب من .0 

أي : 4 4ھ (ط +12 من أجل h‏ یقترب من 0 
2 لاحظ أن : (0,029 + ۴)2 = ”(2.029) 

نضع 0.029 = 1 إذن h‏ یقترب من 0 

f2 + 0,029) 4ع‎ h +4 منة‎ 

أي + )4(0.029 = )0.029 + 1)2 

أي 6 - f(2.029)‏ 
التمرين ‏ 26 
في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس نعتبر (C)‏ منحنی دالة f‏ 
قابلة للاشتقاق عند xo‏ فاصلة النقطة ۸ و لیکن (T)‏ مماس للمنحنى(©) 
عند النقطة ۸ . 8 و © نقطتان من (C)‏ فاصلتهما على الترتيب 
xo-h‏ و xo+h‏ حيث h>0‏ و h‏ يقترب من 0ء 
D‏ نقطة من المستوي حيث (AD)‏ يعامد (CD)‏ (أنظر الشكل) . 
1 أعط قيمة مقربة لمساحة الشكل الهندسي BCD‏ باعتباره مثلث قائم في 
D‏ بدلالة f'(xo)‏ و ط 
2 - أحسب قيمة هذه المساحة من أجل 0,03 > 1ط وی ما 
(T)‏ يساوي 9. 
الحل ‏ 26 
f — 1‏ دالة قابلة للاشتقاق عند xo‏ إذن تقبل تقريب تالفی من Ef‏ × يقترت من :0× من الشكل : 

f'(xo)(x — xo) + f(xo)‏ ہے× 
بما أن h‏ يقترب من © فإن (o +h)‏ و (xo—h)‏ یقتربان من xo‏ و عليه فإن 
حسب التقريب التآلفي للدالة f‏ في جوار Xo‏ لدینا : 
f(xo + h) = f '(xo)(xo + h — xo) + f(xo) = h f '(xo) + f(xo)‏ سس (1) 

(2) ....... f(xo - h) = f '(xo)(xo —h— xo) + f(xo) =- h f'(xo) +180 و‎ 

حسب الشگل فان مساحة لتت S= 85×56 : ZA. BCDI Sul‏ حیث 

2 الإرقاع‎ [DC] هي القاعدة و‎ [BD] 

C(xo+h;f(xo+h) + B(xo - hı; f(x - 1)) .: لدینا احداثيات النقط 8 : © : (1 _ كمايلي‎ 

8 على نفس الإستقامة مع‎ D ¿V D(xo + ط‎ : f(xo- h)) 


(C) 


DB = (xo + رط‎ - (xo = h) =2 h + من‎ 
)2( حسب العلاقتین (1) و‎ DC = f(xo + h) - (xo - h) = [h f '(xo) + f(xo)] = [- h f'(xo) + f(xo)] و‎ 
=2hf'(xo) 
s= 1 2× 2 ۶۵ ل = أي‎ BDxDC نتا‎ 
و هو المطلوب‎ S - 282 f '(xo) : أي‎ 
هو 9 أي 9رمن‎ (T) معامل توجيه‎ — 2 
S=2(0,03) x 9 27 
S = 18(0.0009) : أي‎ 
مقن جح فنا الاد‎ OS = 0.0162 ا‎ 
27  نيرمتلا‎ 


إليك المنحنى (C)‏ الممثل لدالة f‏ قابلة للاشتقاق على مجموعة تعريفها 
1- عین العدد المشتق f ¿MaU‏ عند كل من 1/2 - + 3- علما أن 
ترتیب النقطة 8 هو 9/4- 

2 - إستنتج معادلات المماسات للمنحنی (C)‏ عند النقط B ; A‏ 

3 — هل توجد مماسات أخرى للمنحنی()) موازية للمماس عند النقطة(4) 
ال = 2 
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1 — حسب منحنی الدالة f‏ فإن کل من النقط A‏ و B‏ هي ذروات محلية للمنحتى (C)‏ . 
اذ تيبها هي قيم حدية محلية للدالة ۴ و عليه فالمشتقة تنعدم عند 
فواصل هذه النقط أي : 0 = (3 ح۶ = (1/2-)۶ 
2 معادلات المماسات عند ۸ و B‏ هما على الترتيب 3-1 و 9/4-= ر لأنهما یوازیان خامل محور الفؤاصل . 


3 سب المنحنى لا يوجد اي ماس آخر للمنحتى (C)‏ يوازي المَمامن عند ۸ أو B‏ 
التمرين ‏ 28 
هل الدوال التالية قابلة للاشتقاق عند 0 : 
کس Xx (X‏ - 100 
ات ]<| = ومع 
وت =x in Í x J‏ وم 
1+۶ 

الخل ‏ 28 
f 1‏ ليست معرفة على يسار 0 إذن لا تقبل الاشتقاق:عند-0 
فهل هي قابلة للاشتقاق .على يمين :0 ؟ 

0 ت×ل ۔ کل وا ان lim‏ 


xy 0- وچ‎ x2y0 ` x2>0 
۴')0(=0 قابلة للاشتقاق على يمين 0 و عددھا المشتق‎ f : إذن‎ 
asss .ا‎ OY 
چچ 2س‎ 0 x—0 Xx x—0 
g(0)=0 إذن : 8 قابلة للاشتقاق عند 0 .و‎ 
3 5 خقم] د‎ 
و0 عمط | یج‎ (C) إلى‎ ¿ISA :ل‎ 6 
107 0 × جہ‎ 0 x 
=lim xsin| گے‎ J 
x— 0 E 
=lim xsinît 
تح‎ 
=0 
h'(0)=0 قابلة للاشتقاق عند 0 و‎ h : إذن‎ 
29 الت سے‎ 
0: x=0 سی‎ 
= ایب‎ ۱ 
fe) رى رہ ین‎ 77 


1 هل f‏ قابلة للاشتقاق عند 0 (باستعمال التعريف) 
2 أحسب f'(x)‏ من أجل 0× 
الل = 280 0-0)دمة 2 ہے (۸۵- fC)‏ 
lim - g‏ = 
z:‏ مجع 0 KF‏ ہق K+‏ 
=lim x cos(1/x)‏ 
x—0‏ 
0= لان -1<cos(1x)<1‏ 
منه : f‏ قابلة للاشتقاق عند 0 و f'(0)=0‏ 
2 من آجل #0+×: f(x) = x cos(1/x)‏ 
إذن : [((2)منة- 1 .] x‏ +) )دم 2 - f(0)‏ 
x‏ 
x cos(1/x) + sin(1/x)‏ 2= 
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سلسلة هياج 

—= 

التمرین — 30 

(C)‏ منحنى الدالة f‏ المعرقة بے |1-*«×|=()؟ 

1 - بین أن f‏ قابلة للاشتقاق على يمين 1 - ثم عين معادلة مماس المنحنى (C)‏ عند النقطة 
ذات القاصلة 1 - على اليمين 

2 - بین أن f‏ قابلة للاشتقاق على يسار 1- ثم عين معادلة مماس المنحنى (C)‏ عند النقطة 
ذات الفاصلة 1 - على اليسار 

3 هل الدالة f‏ قابلة للاشنقاق عند 1 - 

4 أدرس تغيرات الدالة f‏ ثم أرسم المنحنى (C)‏ 

7 30 — =" 


ہے گنت = 
کا ta‏ ا ہی 
ہے تر دہ یل 0اا x‏ 
ق k‏ 1- >-| 3 
ب 
لان : + 3 0 .7 | 1- x‏ 
I 2-1 01-2 81‏ 
Er 2‏ 
x) 5‏ + 1-001 55 (اجا 1i Oa‏ 
و CDC gS‏ 5 
1x‏ جورزڑے 
1- 3× 
2= 
منه : f‏ قابلة للاشتقاق على يمين 1 - و عددها المشتق على اليمين هو 2 
2 
لے ۶۱ ع ‏ و 
ا چ CD‏ ا چ 
گے =m‏ 
EET‏ 
Y (x-1)(x +1)‏ 
2 کی e‏ سے lim‏ = 
E‏ 
=lim, x-1‏ 
x 5-1‏ 


منه : f‏ قابلة للاشتقاق على يسار 1 - و عددھا المشتق على اليسار هو 2 - 
3 بما أن العدد المشتق على يمين 1 - يختلف عن العدد المشتق على اليسار فإن الدالة f‏ غير قابلة للاشتقاق عند 1 - 
معادلات المماسات عند النقطة ذات الفاصلة 1 - 
على اليمين : 0+(1+*)2-نز أي y=2x+2‏ 
على اليسار : 0+ (1+×)2-=ر أي y=-2x-2‏ 
4 — التغيرات : f‏ معرفة على R‏ 
:1101 م مزعو 1-1 1 
ا رو وا ہا 


lm f@)=lm ه+-]-ثد‎ 

x—- x— - ہ‎ 

lim f(x) = lim مد ]د تير‎ 
x> +6 x— +e 


2x : x زم -[ء‎ 1[U]1 ; + ef 
7 چ‎ x: xe]-1;1[ 
لا تقبل الاشتقاق عند كل من 5 وا‎ f لاحظ أن‎ 


2 
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إشارة المشتقة : +e‏ 


و 4 
جدول التغیرات 0 
Ó +c,‏ 
o0‏ + 1 
المنحنى : 0 


حذار ! النقط ذات الإحداثيات (0; 1 -) و )1;0( 
لان الدالة f‏ لا تقبل الإشتقاق عند ls - 1٠‏ 


31  نيرمتلا‎ 


f‏ دالة معرفة على المجال [2 : 0] و تمثيلها البياني (C)‏ عبارة عن 


نصف دائرة كما هو مبين في الشكل التالي : 
1 - برر أن f‏ لا تقبل الإشتقاق عند 0 . 


2 برر أن تكون النقطة M(x ; y)‏ تنتمي إلى (C)‏ إذا وفقط إذا كان : 
y =1‏ + 6-12 و y20‏ 


3 — أكتب عبارة f(x)‏ من أجل ]0;2[ xe‏ 


4 - أوجد بالحساب النتيجة !لمحصل عليها في السؤال 1 ۔ 


الحنل — 31 


x |-> -1 
100 z =e 
+ oo 
f(x) e = 
0 
لیست ذروات للمنحنی‎ 
1 


1 من منحنى الدالة ۴ نلاحظ أن المماس عند النقطة ذات الفاصلة 0 يوازي حامل محور التراتیب أي ميله غير منته منه 


الدالة ۴ غير قابلة للإشتقاق عند 0 


hay 2‏ أن المنحنی (C)‏ جزء من الدائرة ذات المركز (0 : 1) و نصف القطز-1 


إذن معادلتها : 


(x- 1) + (y-0) =1 


أي : 1= +y‏ 17«( 
ہما أن الجزء واقع فوق محور الفواصل فإن 0< ر أي : 


معادلة المنحنى (C)‏ هن 1> ”لر + 1(7 ») 


و y20‏ و هو المطلوب . 


3 - من السؤال (2) : @-lY+y=1‏ و y20‏ 
أي 1 y>=1-(x-‏ و y20‏ 
أي : (1+×2-=2»)- دتو و 0<ر 
أي : دع ور و00 دز 
أي : y=(2x—x‏ و ]0;2[ xe‏ 
منه : *:-» 2 ١|‏ 40 و ]0;2[ xe‏ و هي عبارة 100 
2 
2x-x -0 `‏ ہزرے f =O‏ 2 
SS SO x2>0 3‏ 
(2)2-1 
=lim x‏ 
x2y0‏ 
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> متا‎ 
x> 0 
= 
=lim =—1 
x< کے ج0 وخ‎ 
lm ,Z=+e ¿Ñ =+ 
x= s 


إذن £ غير قابلة للإشتةاق على يمين. .0 أو ماس المتحنى له ميل غير منته أي يوازي محوز التراتيب 

لن م فا نت ہیں 

ی 0-× 5 23 

f 32 = التمرین‎ 

f‏ دالة معرفة ب ×طاہ×ل =()؟ 

1 عين Dr‏ مجموعة تعربف الدالة f‏ 

2 - برر أن الدالة f‏ قابلة للإشتقاق على المجال ]دہ + : 0[ ثم أحسب (»)' f‏ على هذا المجال . 

3 - بین أن الدالة ۴ قابلة للإشتقاق على يمين 0 ثم أحسب fa'(0)‏ حيث fa'(0O)‏ هو العدد المشتق على يمين 0 

4 أكتب عبارة f'(0)‏ على المجال ]دہ +:.0] 

الحل -.32 

1 ]معرفة من أجل 0<« إذن: ]م + :0] =5 

72 ھي جداء الدالتين x— |x‏ و sinx‏ ہے× القابلتين للإشتقاق على ]مہ + : 0[ إذن f:‏ قابلة للإشتقاق 
على ]مہ + : 0[ ومن اجل کل x‏ من ]0+ : 0[ فان sinx + |xcosx‏ گے = )1(0 


2× 


f(x) — f(0) [x sin x 


lim —— = im — = 3 
ا‎ luas x2y0 8. 
x x Sin x 

x 


نتيجة :۶ قابلة للإشتقاق على يمين 0 و 0 > (1/)0 
92-0 
4-]ه +:0(ء× مسج ملح O2‏ و هو المطلوب 


x 
7 33  نيرمتلا‎ 
ب ات حا ا‎ IR دالة معرفة على‎ f. عددان حقيقيان‎ b ۾ و‎ 
x 

هل يوجد عددان ۾ و b‏ حيث يكون لمماس منحنی الدالة f‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0 معادلة من الشکل y=4x+3‏ ؟ 
الحنل — 33 
f‏ دالة ناطقة معرفة على IR‏ إذن قابلة للإشتقاق على IR‏ و خاصة عند العدد 0 وعليه فان منحناها يقبل مماس عند النقطة ذات 
الفاصلة 0 و معادلته y = f'(0)(x — 0) + f(0)‏ 

أي : y = f'(0) x + f(0)‏ 
بالمطابقة مع المعادلة 3 + × 4 >3 نحصل على الشروط التالية : 


٣1٥0-407 
f0)=3... 


220 
Š )6 جع‎ 0.2 + 1(- 2 x3 2 + ax + b) 
(2+17 


۲00 
f'(0O)=a/l=a منه*‎ 

إذن : الشرط )1( یصبح a=4‏ 

| | سے 
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بن جهة اعری+: 1-1/-(1)0 
إذن : الشرط )2( یصبح 3> تا 
خلاصة : يوجد عددان حقيقيان و حیدان هما a=4‏ و 3 = تا یحققان أن معادلة مماس الدالة ۴ عند النقطة ذات الفاصلة 0 
لعن 0-4243 
التمرين — 34 
a‏ عدد حقيقي . نعتبر TAN‏ معرفة على IR‏ ب + 3 +27 3 + x‏ 4= ()؟ 
هل یوجد قيمة ل a‏ حيث تقبل الدالة ۴ قيمة حدية عند x=1‏ ؟ 
الحل — 34 
f‏ دالة كثير حدود إذن قابلة للإشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 
١ 20-3 ax? + 6» + 3‏ أي (1 +ع 2 + ع3 - 100 
تكون ل f‏ قيمة حدية محلية عند 1 = × إذا وفقط إذا إنعدمت (»)'۴ من أجل 1= × مغيرة إشارتها 


f(1)=0 : أي‎ 
a(1 + 2(1)+1 =0 PI 
a=-j3 : أي‎ 
(1+خ2+2غ:31-)23ت 0غ‎ : a 
لندرس الان !شارة ۶00 أي إشارة  1+ ع2 ارق‎ 
A=4+12=16 
DAE 
x2 EP 1 
x oo 13 1 + 0 < 
, 
Fo) | + 5 


نتيجة :من أجل a=-3‏ فان 1(=0)' f! ٠۴‏ تغیر ا شارتھا من موجب إلى سالب-حول 1 
إذن f:‏ تقبل قيمة حدية محلية عند x=]‏ 
التمرين — 35 
لیکن (C)‏ منحنى ذو المعادلة  :‏ 7-0 + :33 + 3+4« 
برهن أن النقطة (2::1-)۸ تنتمي إلى (C)‏ و أن (C)‏ یقبل مماس عند 4 يطلب تعيين معاذلته ٠‏ 
الحل - 35 
لنعوض إحداثيات النقطة A‏ في معادلة المنحنى (C)‏ حيث : y=l s x=-2‏ 
xy+4x+3y+7=-2(1) +4) 2+ 1+7 ra‏ 
10+10-= 
0= إذن : 4 تنتمي إلى (0) 


لنبحث عن عبارة y‏ بدلالة × : 
xy+3y=-7-4x‏ بج xy+4x+3y+7=0‏ 
y(x+3)=-7-4x‏ = 


كلد ديربت حیت X253‏ 
x+3‏ 
لنعتبر الدالة ۴ معرفة على (3-) IR-‏ ہے لحا =( 


إذن : المنحنى (C)‏ ذو المعادلة 0 xy+4x+3y+7=‏ ہو منحنى (fal‏ 
ہما أن f‏ دالة ناطقة فهي قابلة للإشتقاق على [3-) - IR‏ و خاصة عند 2 -. و دالتها المشتقة : 
7-4 -(46+3-ے 


1۲00 3 
EES 

ا y‏ الع 1 72 مھت 
1 (2+3ء) 
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إذن : معادلة المماس عند النقطة ۸ من الشکل : )2 y = - 5(x + 2) + f(-‏ 
أي y=-5(x+2)+1‏ 
y=-5x-—-9 s‏ 


4<0 أعداد حقيقية حیث‎ c;ib;a 
y=ax+bx+e  هتلااعم قطع مكافئ‎ (P) 
. Xo فاصلتها‎ (P) نقطة من‎ Mo عدد حقيقي و‎ xo لیکن‎ 
۔‎ Mo عند النقطة‎ (P) للمنحنی‎ (T) عين معادلة المماس‎ - 1 
. يقع فوق کل مماساته‎ (P) برهن أن‎ 2 
۔‎ M عند النقطة‎ (P) حیث يوجد مماس للمنحنى‎ (x; y) عين مجموعة النقط 71 ذات الإحداثيات‎ - 3 
36  لحلا‎ 
a>0 بء + ×ط + ×4=(»)؟ حيث‎ IR معرفة على‎ f 1ے لنعتبر الدالة‎ 
1')( - 2 2 + و دالتها المشتقة طا‎ IR قابلة للإشتقاق عَلى‎ f 
f'(xo) =2axo +b : مئه‎ 
: ×0 عند النقطة ذات الفاصلة‎ (T) إذن معادلة المماس‎ 
y = F'(xo)(x — xo) + f(xo) 


y = )2 a xo + b)(x — xo) + (axo? + b xo + c) : أي‎ 
y= (2a xo + b) x—2 a xo” - b xo + a xo + b xo +c آي‎ 
(T) و هي معادلة المماس‎ y=(Q ax +b)x-axo +c : أي‎ 


2 - لیکن (T)‏ مماس ل (P)‏ عند نقطة كيفية ذات الفاصلة م×.. 
لدینا : a xo+ b) x—a xo? + e]‏ 2)] - و +ع b) x - a xo? +c] =a x +b‏ +خودة 2)] - 100 
a x -2 a xoX + axo‏ = 
xo)‏ + ×× ور 2— a(x‏ = 
a(x ` xo)‏ = عوجب لأل a>0‏ 

نتيجة : الفرق موجب أو معدوم إذن المنحنى (7):یقع دائما فوق المماس (T)‏ من أجل أي قيمة ل 0× ( أي فؤق كل المماسات) 
3 ہما أن f‏ قابلة للإشتقاق على IR‏ فإن مجموعة النقط M‏ المطلوبة هي M(x ;a © + b x + c)‏ .أي كل kë‏ القطع (P)‏ 
التمرين ‏ 37 
إليك التمثيل البياني لدالة f‏ معرفة و قابلة للإشتقاق على المجال 
]5 : 0[ .المستقيم المرسوم على الشكل هو:مماس المنحنى عند 
النقطة ذات الفاصلة 1 . 
1 بقراءة بيانية عين كل من (1)1 و (1)' 4 0 ر 
2 - حل بيانيا في المجال ]5 ; 0[ المتراجحات التالية : 
WSE: FOO ( 77‏ 
"= 37 
1 - من البيان نلاحظ ما يلي : 2= (۴)1 (بالإسقاط على محور 
التراتيب) . ميل المماس عند النقطة ذات الفاصلة 1 هو ر: 


ده" ا 


15/4 


3 1و 
tan 0= —2 = 2‏ 
3 02932:02 1-0 
2 حسب المنحنى فإن : 
f(x)> 0‏ تکافئ [15/4 : 1/4] x e‏ لان المنحتى فوق محور الفواصل 
f'(x) 0‏ تكافئ [7/4 ; 0] €  ×‏ لان المنحنی متصاعد (الدالة متزايدة) 
f(x)<1‏ تكافئ ]5 x e]0;1⁄2]U[3:‏ -لأن المنحنى يقع تخت المستقيم ذو المعادلة l‏ = لر 
التمرين ‏ 38 
n‏ عدد طبيعي غير معدوم ١‏ × عدد حقيقي يختلف عن 1 
1- بسط المجموع  +X"‏ ........+ +ع 1700-1 
2 — إستنتج تبسيط للعبارة +nx"”‏ 7 وب +1+22 
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الحل —38 
1 - لاحظ أن (×)م] عبارة عن مجموع حدود متتابعة من متتالية هندسية حدها الأول 1 و أساسها × 
ازس 
ses]‏ لے × 1= وي حیث ۴1× 
x‏ 
أي f,(x) = x‏ 
Š‏ = 


EVET EE a TET‏ هي مشتقة fi(x)‏ (لأن:مشتقة مجموع هي مجموع المشتقات حسب الخواص) 


مته : +n x" — fa)‏ ہے 36 + ع2 +1 
n 0+1‏ 
أي : 89 20 = اروب سا تم وعع 2 +1 
(U‏ 
1+ !"يرت رو[ ورتير (AX‏ 7 
م 
تدبو كوك TAR‏ وى n Anh‏ = 
1(7>م) 
n‏ 1+1. 
gu (t Ly + T‏ 0 
= المظلوب ٭ 
x I‏ و هو المطلوب 
مثال : کے 3 B=‏ 
لدينا : = 4+12+ 1 -3)2(2 +(2)2 +1 عفر 2+3 +1 
35155 افطارالتتظۃ×< 17 ماج ley I‏ 
2 
التمرين ‏ 39 


من أجل كل × من IR*‏ نضح 1/5 = (×)۴ و "۴ المشتقة ذات الرتبة ‏ حیث n > IN*‏ للدالة 4 
برهن باستعمال الإستدلال بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم n‏ 


' 
€D an:‏ مم 
الحل 39 
من أجل 1 >0 : =( 
C Dua 7‏ 
au‏ ای ات 


إذن الخاصیة صحيحة من أجل n=1‏ 
نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل 1 < 15 


C O 1)! ۲‏ س0 وم 
x‏ 
لدينا : وم" [f‏ = £ 
و حسب فرضية التراجع 0 = fx)‏ 
x‏ 
0 : — =( (نقبل أن !به a‏ مشتق (e‏ 


X ثاب لا :تعلق بالمجهول‎ )-1(" × ۸! sss لن‎ = (- 1)" Tr) 


5 e 55 
x 
(-1)x (u +1) x x" 


کے ارين لكت 
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CIT xn! (n+1) 


x2 
اخکررے‎ x(n + 1)! 
= = 
1 7+ 1 إذن الخاصية صحيحة من أجل‎ 
۴ = ( — : ne N* نتيجة::. من أجل .کل‎ 


التمرين ‏ 40 
f‏ دالة معرفة على IR‏ و قابلة للإشتقاق مرتين و تحقق الشروط التالية : 
٭ f'(0=1 :f(0)=0‏ 
٭ f'‏ متزايدة على ]م + :0] و متناقصة على ]6150 -[ 
أرسم جدول تغيرات الدالة f‏ على IR‏ 
الحل -40 
f'O)=1 üa‏ و f'‏ متزايدة على ]6 +:0] إذن : 
من أجل 0< × فان (1"0 <(»)'۴ 
بات f (T)‏ 
و خاصة 0 < (×)'۴ أي الدالة ۴ متزايدة على المجال ]0 +:0] 
و لدينا 1 -(۲)0 و f'‏ متناقصة على [0 : ہہ -[ ..إذن : 
من أجل ¿ë x<0‏ (0) ۴< ()'۴ 
أي : fo)>l1‏ 
و خاصة 0 < (×)'۴ أي الدالة f‏ متزايدة على المجال [0 :© ] 
منه جدول تغيرات الدالة ۴ كمايلي : 


التمرين ‏ 40 
۴ دالة معرفة على المجال  ٥۲‏ +;1[ ب x‏ لہ =( 
1 - أدرس تغيرات الدالة f‏ 1 

2 برهن أن المعادلة 0 -(1)2 تقبل حلا وحيدا » حيث ]1;2[ © »0 
الحل —40 

1 - التغيرات : 


جدول التغيرات : 


lm وھ‎ =lim L-NT= +o 
; x2y1 ر‎ <0 
1 2-06 0 i ای کا کی سک 1ے‎ 
لان کاو بو ا‎ E ha aE 8 + 
Hli+e[ مجموع دالتين قابلتين للإشتقاق على‎ f 
[1 : +] قابلة للإشتقاق على‎ f : إذن‎ 
1ر ےر‎ 
زی‎ (= D): کی‎ 
>. 1 1 
=-1 + 
ا‎ 3 
Xabi a + ç 
5 ا‎ =; FU (>0 2 ;ا‎ tell إذن ھن أجل كل من‎ 
0 === 0 [1:+ 6] منه : ۴ متناقصة على المجال‎ 


r= 
2 
=< 
/ 
' 
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٣ 7‏ م"سس*'""٭"'" 
1 1 مشتمرة على ]1:2j‏ 


نتيجة : م۲ متناقصة تماما على [2: 1[ 
f‏ تأخذ قيم موجبة ثم سالبة: على المجال [2 : 1[ 

إذن : يوجد عدد حقيقي وحيد » من المجال [2 : 1[ يحقق 0= (1)00 
ملاحظة : يمكن البحث عن قيمة تقريبية ل 0 بالتنصيف . 
التمرين ‏ 41 e‏ یہ 
إليك الشكل الموالي يمثل مندنى (C)‏ لدالة f‏ معرفة وقابلة للإشتقاق على [3 : 3 -] في معلم متعامد و متجانس ( [ ;1 : 0) 
المنحنى يحقق الشروط التالية : 

7 يمر بمبدأ المعلم 

)- 3:9( يشمل النقطة‎ V 

> يقبل في النقطة B‏ ذات الفاصلة 1 مماسا أفقيا . 

7 يقبل المستقيم (OA)‏ كمماس عند النقطة © 
1 ماهو معامل توجيه المستقيم (0۸) 
نفرض أن f‏ معرفة على [3 : 3۔] بے +cx+d‏ 2زم + f&)=ax‏ 
حيث a‏ . تا d ٠٢‏ أعداد حقيقية . 
2 بين باستعمال الشروط السابقة أن b=l: a=1⁄3‏ ؛ c=-3‏ ؛ d=0‏ 
f '(x) Ja - 3‏ ثم أستنتج إتجاه تغير الدالة f‏ . 
الحل 41 
1 معامل توجيه المستقيم (OA)‏ هو ميل هذا المستقيم أي ظل الزاوية التي يصنعها 
مع الأفق أي : 3 - - 9/3 - = 0 مها 
2 سا‌لتکن عير + 2م + تيرج ع م1 


إذن : +2bx+e‏ ترج 23 )2 

المنحنى يمر بالمبدا إذن : 0 = (۴)0 ا سات ETE St‏ 
لدينا ثلاث شروط : م المنحنى يشمل النقطة (9 A(-3;‏ إذن : 3(=9 )۴ 

ميل المماس عند النقطة OU S‏ هو 97ن 200(2 


الشرط (1) 0-(750 أي 0> 4+ (0)ن + 0(2)ط + :(2)0 منه 4-07 
الشرط (2) f-3)=9‏ أي -27a+9b-3c=9 < aC3)+b(-3)+ceC-3)+0=9‏ 
الشرط )3( 3-=(۴')0 أي 3a(02+2b(0)+c=-3‏ منه c=-3‏ 


ليج ` 3۔خھ ١‏ >3 
إذن : الشرط )2( يصبح —27a+9b+9=9‏ أي : 9b=27a‏ أي: b=3a‏ 
من جهة أخرى المماس عند النقطة ذات الفاصلة 1 أفقي أي 0 > (۴')1 
أي :+ 0= + (5)1 2+ 3a1)‏ 
أي 0 ء0 + 8د (لآن 6-38 5 23 
jl‏ 9-3 
أي : 1/3 <8 منه b=3(0/3)=1‏ 
خلاصة : 1/3 -<ج2 + 5-1 ؛ c=-3‏ + 0-0 وهو المطلوب 
f(«%)=3ax +2bx+o —3‏ _ أي f()=x +2x-—3.‏ 


کک ار پیا 
إشارة (×)' ۴ to,‏ 1 3 ۔۔] x‏ 
کرجا ہے + 5ه ۱ 29 


إتجاه تیر الذالة f‏ على kasku‏ ]3 :21298 کے ا تت0 f(x)‏ 
100 
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التمرين ‏ 42 5 
fs‏ دالة معرفة على [1-;1) -1۸ ب ھڑگ = مم مع m‏ وسيط حقيقي ۔ 
سے 
1 من أجل أي قیم ل m‏ تكون الدالة f,‏ لا تقبل قيم حدية محلية ؟ 
2 من أجل أي قيم ل m‏ تكون الدالة f,‏ تقبل قيمتين حديتين محليتين أحدھما صغرئ و الأخرى عظمى ؟ 


الحل 42 
1 نمیز حالتین : 7 
الأولى 1م = f(x)‏ 
بعكو 
XK SI) 2 XO 2x‏ ۰ 
5و خی و E‏ ہے نہ E‏ روا 
(x7 1 (x — 1)‏ 
:ا شارة 69 £ من إشارة × 2- 3 0 4 x‏ 
جے لا ص٤‏ + |۴60 
إذن : ادالة تقبل قيمة حدیة محلية عند 0= × 
z‏ 
الثانية 20 تھ : وی m#0 < fn(x)=‏ 
> 2 ا 2 
xXX-+ m x) 2‏ 2 -(1 - “)زم +ع 2( = fr)‏ 


مهم 
إذن : ! شارة f(x)‏ هي إشارة كثير الحدود «- ×2- ×" - كما لي : 
قمع A=4-4m°=4(1‏ 
نتيجة : تكون الدالة ۴ لا تقبل قيمة حدية محلية إذا وفقط إذا كانت مشتقتها لا تغير إ شارتها أي 0 < (1'08 أو 0>(»)'؟ 
على طول مجال تعريفها و في هذه الحالة (إشارة كثير حدود من الدرجة الثانية) يكون هذا محقق إذا وفقط إذا كان 0 > ۸ 


كما يلي : 0 


1 1- 
TEN +10 =‏ 
إذن ]مه + : 1[ me]- 0; -1[ U‏ 
خلاصة : fa‏ لا تقبل قيم حدية محلية من أجل ]© + : 1[ m € [- © : -1[ U‏ 
2 نميز حالتين : 
> 0=" غير محقق حسب السؤال )1( . 
7 12320 حتى تكون الدالة تقبل قيمتين حديتين محليتين يجب أن يتحقق أن دالتها المشتقة تنعدم مرتين مغيرة إشارتها 
بالتناوب أي موجب سالب موجب أو سالب موجب سالب . وفي هذه الحالة لدينا ! شاره (×)'۴ هي إشارة كثير حدود 
1 - × 2- × 20 - حیث 20 13 إذن يكفي أن يكون 0 < ۸ 
أي 0< خم - 4)1 
منه : ]0:1[ me] 1 : 0] U‏ 
نعتبر قرص مركزه 0 و نصف قطره R‏ نقطع منه قطاعا زاويا OB)‏ ; 0۸) قياسه x‏ راديان كماهو موضح على الشكل 
ثم نلصق القطعتين [OA]‏ و [OB]‏ فنحصل على مخروط دوراني نصف قطر قاعدته r‏ و إرتفاعه h‏ 


كنت 
> 
E >‏ 
0 تج بھی کی کے کے وھ کے — 
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m 
A=4(1—m) 


ZZ 


سلسلة هباج 


1- عبر عن ۲ و 8 بدلالة x‏ و 12. 9 
2 - برهن أن حجم المخروط الدوراني الناتج معرف بالعلاقة s a‏ د 
3 — أدرس تغيرات الدالة ۷ على المجال ]0:27[ 27 
4 من أجل أي قيمة للعدد x‏ يكون حجم المخروط الناتج أكبر مايمكن ؟ أحسب هذا الحجم بدلالة R‏ . 
الحل —43 
چ 

1 لدینا طول القوس AB‏ هو R‏ × 

إذن : محيط قاعدة المخروط الدوراني الناتج هو +1 ×= م 


2ر57 


من جهة أخرى : +2 2= م إذن :- 21-12 


منه r= =s‏ 2 .)1( و نهو المطلوت 
بتطبيق نظرية فيتاغورت على المثلث OAC‏ القائم في C‏ حیث © هو مركز قاعدة 
المخروط الناتج نحصل على : ERE‏ 
آي : 7 ۔ h=(R?‏ 
١‏ 2 
k= RE (AR N‏ 
5 م 
أي : B= | 4 R2— x R°‏ 
47 
أي : x‏ =4 کے کا مد يزه (1)2 ی المطلوت 
x‏ 


2 - حجم المخروط الدوراني الناتج هو : 8 .$ > - ()۷ حیث : 8 هي مساحة قاعدة المحروط و h‏ هو إراتفاعه . 


لدینا : = S=‏ 
47 27 2 
2 22 
< نج ۷4 V(x) = 1, Rx R‏ 
له 3-4 
2 3 
منه : کس ا V(x) = = 3 X‏ و هو المطاوب 


3 تغيرات الدالة V‏ على ]0:27[ NZ O 5: ۷)0(=0 ٠:‏ 
الدالة V‏ قابلة للإشتقاق على 2z[‏ 0[او دالتها المشثقةر: 


4 - 2× 472 کات 
7 


ود - )2|4 
== 


2446 28+7 
16x = - 6 x‏ 5117 
×- 4[ 2 | :24 
23 إشارة (S)‏ هي قرع 16206 إن اتلك کال موجب . 
2د X(T‏ 2- قرم 16x7?‏ رم 2/4 24 


1 
3 271 +o 
> 


07 


+ لبها 
l‏ 
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3 
0 2 على گا‎ VG) sa 


TEN 0‏ یھ 
53 : جدول تغيرات الدالة V‏ على المجال ]0:27[ rl‏ 
2 3 ا 
a V'(x) + 0 5‏ 
TES‏ 

0 0 

(= 215 2 22-2 E R. 
24 7 3 3 


8 
Jj hay 4‏ الدالة ۷ نقبل قيمة حدية محلية عظمى .على المجال ]0;2[ من أجل 3 ]7<× 
3 
إذن: الحجم الأعظمي هو rE) 2 z R‏ 
aysan‏ 93 3 
يي سر ودح وت 


ہب = Ë‏ ریا کو 
u(x) ¥۴ AS‏ 
کت 2 رت u)‏ 
0 
2 


1 - عین إشارة u(x)‏ ےتا 

kû ; h=l/u ; g=w° ; معرفة على ]2;3[ كنايلي :اكع‎ k; hi g ; f نعتبر الدوال‎ 
k; h G g(z f دالة من الدوال‎ OS عين مجموعة تعریف‎ — 2 

3 _ عبر عن كل من (۰۲')00: g'@)‏ ; (م'ط نام بدلالة u'(x)‏ و u(x)‏ 


4 — إستنتج جدول تغیرات کل دالة من الدوال k; h; g ; f‏ على مجموعة تعريفها 
الحسل -44 
1 — من جدول تغيرات الدالة u‏ نستنتج مايلي : 
سے 2 0 رت سل 
u(x) + Ó _ 0 +‏ 


2 — *[(»«)نا] f(x)=‏ إذن ۶ معرفة على [3: 2 
[(٭)ہ] = g(x)‏ إذن ع معرفة على [3: 2 - 


ل سح (ج)ط إذن..ط معرفة من أجل 0 ± (×)ن أي على المجال [3 : 2[ لا ]2 : 0[ 0 ]0 : 2 -] 


u(x) 
]- 2 : 0[ معرفة من أجل 0 < (×)س أي على المجال [3 : 2] لا‎  نذإ‎ k(x) <6) 
f'(x) = 2 u'(x) x u(x) 3ج‎ 
ومع‎ = 3 u'(x) x [u(x)] 
]-2:0]10[0:2]10[2:3[ ونم على المجال‎ = 09 
]86([ 
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سلسلة هباج 


F2;0[U]2;3] عنى المجل‎ (= GO 
2u) 
: لندرس في كل مرة إشارة الدالة المشتقة ثم نرسم جدول التغيرات‎ — 4 
f'(x)=2u(x)u(x) : 4 الدالة‎ 
9 


1 1 2 

u(x) = 0 7 + 3 

u(x) _ 0 _ 0 E 

+ 2 0 + 0 _ 0 + الجداء 

منه جدول تغيرات الدالة ۴ 5 1 0 720 

ك 
f) | + 0 _ 0 + 0 m 0 + I.‏ 
1 


u سے‎ a 


fC 2) = [u(- 2)] = (2) - 4 
fC 1)= [u 1)7 = (3 = 9 
f(0) = [u(0)] = (0)7 = 0 
fO)= [u(1)] =( 17 = 1 


f(2) = [u(2)JË = (0) =0 
1G) = [u(3)] = (2) = 4 


g'(x) = 3 u'(x) x [u(x)]? : g الدالة‎ 
3 


1 0 انا .< 


u(x) + 
[u(x)] + 
الجداء‎ £ 


2) 2( = [u(- 2) = (2) = 8 

gC 1) = [u(- J = ل(ق‎ = 7 
g(l)=[u()] = (1) =-1 
8G) = [uG)J = (2) =8 


لدالة " + ©= رھ من إشارة مم - .على المجال [3; 2[ 0 ]0;2[ 0]1: 2-] 
X2 3 0 1 99 3 [u(x)]‏ 


Á. 


منه جدول تغيرات الدالة h‏ : 


— | 


(لأن u(x)‏ موجبة على يسار0) 


(لأن u(x)‏ سالبة على یسار2 ( 


ا 


lım h(x) = lim 0 5 27 
ک×‎ 0 x S, و‎ ( y2>0 y 
lima HG) = تل كفنا‎ =Hm. کے‎ =o 
<0 x مق‎ ۷( ySo ۷ 
۔> علد رم‎ 1/1 >-1 

u(1) 
lm وو ےک متاك سك يننا ومط‎ 
x52 - xS2 ESO 
lim ho) =lim ےکا ون حك‎ 
x2>2 1 رن‎ W) (۷ 
(= ےی‎ =2 


الدالة k‏ ؟ 0 )ا من إ شارۃ («)'نا على المجال ]3; 20:0]10[2:] 
2000 كت 39 


u(x) 


منه جدول تغيرات : 


45  نيرمتلا‎ 


1 — أحسب الدالة المشتقة للدالة f‏ المعرفة على IR-(1)‏ ب 
2 - إستنتج الدالة المشتقة لكل من الدوال التالية : 


5+1 


جج 


2: 


x +1 
1 


f(x) = 


x 


k: x— ا‎ 
×-1 
22 sin x +1 


: مداع‎ — 
sin x—1 


2x(x—1)—- 162 +1) 
_&- 1 
36 a 


E 


سلسلة هباج 


سلسلة هياج 


رو 39 
1 —@ 
: 2+1 
لاحل أن ازذاء راڈ نة Sl‏ 5 د د انان - رک تی ا 
ہیں ,نحط 1 D-DD‏ 8005 فلا اھ سرون 
(u(x)- 1)‏ 
ان —  — 2 u'(x) u(x)‏ ميت (x)‏ _ 
(u(x) =1) ۱‏ 
| 2 تكن = ومن إذن : (×]146 > رمع أي کت و u) = E‏ 
I‏ اہ 1 2 
EEL E 75 |‏ کا2 
i (x- 1 i ۱‏ 
وا EE‏ 
77 ا 
(x=)‏ 


ف کے h(x)=‏ إذن : 3ھ = عط أي ×= مر 2 - مان 
x‏ 


2 x(x) -2 x 2 x x x -2 x 


h'(x) = 0 2 1? : منه‎ 
KEK DK 
=1 

ص۵۰ | k0‏ بن: كلاج هط ے x>0‏ 
7 منه : k'(x) = Kes;‏ 

2 f(x) 

-2x-1 1 1‏ 
ا کل مت عو اس سے کت سے k‏ 

x2 +1 s:‏ 5 حم 

x-1 


2 
Roj X 2x=1 3-1 ا‎ 
02-2 7چ‎ 
sinx-1#0 مع‎ u(x)=cosx و‎ u(x)=sinx أي‎ ((x)= f(sinx): نف طانم إذن‎ V 
111 XxX — 
12 7 
8 — 2 cos x sin x — cos x 
دوع‎ 8X sin x 
(sinx— 1)? 
= cos x(sin2 x =2 sin x — 1) 


(sin x — 1) 


التمرين ‏ 46 
من أجل كل عدد طبيعي أكبر ماما من 1 نعرف الدالة ,1 على IR‏ — "2×0 -2») = (×)م؟ 
1 أحسب نهايتي f,‏ عند ©- و 06+ . 
2 أدرس تغيرات الدالة f,‏ (ميز بين « زوجي و ٠ (esj n‏ 
لیکن (C,)‏ منحنى الدالة م5 في معلم متعامد و متجانس . 
3 - تحقق أن المستقيم ذو المعادلة 1= × هو محور تناظر للمنحنى (C,)‏ . 
4 - برر أن (C,)‏ یمر بأربع نقط ثابتة يطلب تعيينها . 
5 أرسم (,©) (أي )١-1‏ 
الحل ‏ 46 
¿N lim fdw)=lim ("=+ 5‏ مہ غولب lim‏ 
ا X‏ وہ - — x +> - X‏ 
م lm f()=lim (x2)'=-+‏ 
X — + co X — +‏ 
2 التغيرات : م1 قابلة للإشتقاق على IR‏ و دالتھا المشتقة ": 
اور 2- n(2 x - 2) (x?‏ = 70 
1)(x - 2)"‏ - )اکر n‏ 2= 
إذن: ! شارة (×)' هي إشارة !)1-2 - )2 "× أ لژن207 موجبٰاتماما لذلك نميز حالتين : 
الحالة الأولى : 2 زوجي إذن (1 -6) فردي 


x ه-|‎ 0 1 2 +», 


منه جدول تغیرات الدالة 1 كما يلي : 


x j0 0 1 2 + ©. 
رت‎ OI E 
+ç 1 +6 
لي دي مه‎ 
09 0 
زوجي‎ )١-1( الحالة الثانية : 2 فردي إذن‎ 
3 x |-o 0 1 2 +o 
و‎ + 0 FE x. 
x-—-1 =. 0 + 
"مم‎ + + 
حد الجداء‎ 0 s 0 + + 
: منه جدول تغيرات الدالة م1 كما يلي‎ 
x |= 0 1 2 +o 
G  0 +. 0 + E 
+ o0 +o 


سلسلة هباج 


3 من أجل كل x‏ من 1۸ قبن 1۸> 2( ا saja‏ ونس E‏ ضا2 
=[4-4x+x-4+2x]‏ 
(x — 2 x)"‏ = 
f(x)‏ = 
إذن المستقيم ذو المعادلة 1 = × محور تناظر للمنحنى (Ca)‏ 
4 من أجل 7-2×=0 فان fi(x)=0‏ مهما يكون n‏ من IN*‏ 
من أجل 2-2x=1‏ فإن f(x)=1‏ مهما یکون IN* ben‏ 
لفحل إن المغادلتن :_ 270 :ج ك 20 


x= 0 
أو ج‎ 
x=2 


x= xX =D x- = 0‏ ہی 


A=4+4=8 
Ë: 2 ےت‎ 2 
x= 02 ۷9 -( ول‎ 
2 
٦)1 2; 1( : B@;0) : ۸)0 : 0( نتيجة : من أجل أي قيمة للعد: الطبيعي غير المعدوم  فان اللقط‎ 
x ہ۔|‎ 1 +c . ثابتة من المنحنی (ہ60)‎ 2)1 +N 2; 1) 


۸00 _ 0 + : (Ci) إنشاء‎ 5 
1)0 -2 x 


+ + 
f(x) ا یع‎ s 500-22-2 
08 


47  نيرمتلا‎ 

الجزء 1 : 

g‏ دالة معرفة على ]ی+:1۔[ بت + 00-23-322-1)ع 

1 - أدرس تغیرات الدالة ع . 

2 — بين أن المعادلة 0= (:)ع تقبل حلا وحیدا O.‏ محصور بين 1,6 و 1,7 
3- إستنتج إ شارة g(x)‏ علی ]مہ +:1-[ 


الجزء H‏ : 
f‏ دالة معرفة على ]ہ+:1-[ ب ک1 = ()1. نسي (C)‏ منحناها في aha‏ متعامد و متجانس (o; T; T)‏ 
x‏ 
1 - بین أن += (1)8 نا ثم أحسب f(x)‏ سنا .أعط تفسيرا بیانیا للنتيجتين . 
x >> 1‏ وت ا 


2 - أدرس تغیرات الدالة ٤‏ على ]م + ;1-[. 
3 - عين معادلة ل (A)‏ مماس المنحنی (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0 


کک و 
4- تحقق أن من أجل كل + من RIN‏ ع - رو جيم - وام 
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سلسلة هباج 


5 أستنتج الوضعية النسبية للمنحنى (C)‏ بالنسبة إلى المماس (A)‏ 
6 - أرسم کل من (O)‏ و (A)‏ 
الحل - 47 
الجزء 1 : 
1 - تغيرات الدالة م : 
iya. g‏ و ایی یو دو کی s‏ ا : 1-[ و دالتھا المشتقة ١‏ : 
6x(x-1)‏ =×6- پر6 > E)‏ 
ه+ 1 F0‏ — 


+ 0 = 0 := | اع 
منه جدول تغيرات الدالة g‏ على ]0م + :1 -[ 
0 1 0 2 


سچ ور ہت 


یہہ 


i g(x) = g(- ]=-2- 3-1<--6 
00 


م += کر 2 سنا - رمع lim‏ 
x 4+0‏ کاو 


مت 0.488 - = 1 - )3(2.56 - )2(4.096 = g(1.6)‏ 
g(1.7) = 9,826 - 8,67-1- 6‏ 
دين الشروط Desa: aaa‏ 
x g(1,7) < 0‏ )8(1,6 
إذن : حسب مبں‌ھنة القیم المتوسطة فإن يوجد » من المجال ]1:7: 1,6[ یحقق 0= (8)00 
و بما أن ع متزايدة تماما على ]1,7 : 1,6[ فإن © وحيد ( أنظر جدول تغيرات الدالة (g‏ 


HOG و‎ OS 
چ‎ 
E(x) 8 0 + 


الجزء 11 : 


=1 
lim f) =lim — 21‏ 
x2y-1 x= El x‏ 
ED‏ تا کے 
= — = 
E1 +.x‏ 
x2>-1 09 =m 2‏ فقو <+ 
¥ 0<رy‏ 
ہب 
lim f(x) = lim =‏ 
EK‏ 29930238208 
التفسير الهندسي : 
م +=(»)؟ lim‏ إذن المنحنى (C)‏ يقبل مستقيم مقارب عمودي على يمين 1 - معادلته 1- = × 
ا 
= («)1 "ا إذن المنحنى (C)‏ يقبل مستقيم مقارب أفقي عند مہ + معادلته 0= ر (محور الفواصل) 
ہہ + ج-× 
2 - التغیر ات : 


: دالة ناطقة إذن قابلة للإشتقاق على مجال تعريفها و خاصة على ]65 + : 1 -[ و دالتها المشتقة‎ f 
40 


سلسلة هياج 
٭- ])2 3 -(1+x?)—-‏ 


0 ا 
ا وس ہک — 
s‏ 200 
1ےس د تقر 
83 
اك = حيث ۾ هي الدالة المدروسة في الجزء 1 . 


منه ! شارة f'(x)‏ هي ! شارة (×)ع لان “(0+ 1) موجب كما يلي : 
و + x |-1 a‏ 

+ 0 _ ۶6۵ 
جدول تغيرات الدالة f‏ على ]6ه + ;1-[ 


+< 


x |1 + o0 


> 
۶0۱ = 1 $ 


o0 0‏ + 
s‏ — 8 
3 — معادلة (A)‏ : مماس المنحنی (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0 : 


f(a) 


0 + )0 سے كك مد 0ت 
سی f0) = 1/1 = 1 E‏ 


منه معادلة (A)‏ : 1+ ×۔ے> و 
4 من أجل كل × من ]مہ + :1 -[ قان را +م۔ راک ١ Cx+D=‏ و 
TICE SUP XS)‏ 
Ë 1+x‏ 
TA‏ ری پر 
TEx‏ 
x(x — 1)‏ 


z SS.‏ کے ہاو ا 


5 إشارة (1+×-) - (×)۴ على المجال ]مه + : 21[ 
x 21 0 1 + co‏ 
2 0 کے x‏ 
x-1 8 _ 0 +‏ 
+ 1+0 


x (x— 1) 35 = | 5 


l+ 


(A) يقعفوق‎ (C) : xe]-1:0[U]l1;+e[ خلاصة : لما‎ 
(A) یقع تحت‎ (C): x لما 11 0ء‎ 
(A) يقطع:‎ (C): xe(0;1) لما‎ 

48  نيرمتلا‎ 

Di=]-0;-4]U[0;+o[ بے 45×۰ +۴×ل+1+×عے(ماا مع‎ Dr دالة معرفة على المجموعة‎ f 

نسمي (C)‏ منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (o; P; T)‏ 

1 - أحسب نهايات الدالة f‏ عند -co‏ و مه + 

2 - بین أن المستقيم ذو المادلة y=2x+3‏ مقارب للمنحنى (©) Jj‏ ہہ + 
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سلسلة هباج 


3 هل 4 قابلة للإشتقاق عند 0 ؟ عند 4 - ؟ 
4 أحسب (۶')۸ من أجل !4 - : 40 -,2 xe‏ 
5 أنشئ جدول تغيرات ال ۔الة ۴ ثم المنحنى (6) 


48  لحلا‎ 

lim f@)=lm  x+I+ x + ری‎ =] 
ےر‎ > X-— > GO: 7 +1 FYE 
=lim GFL E N کات‎ 

x+1- x + 4×‏ سر کی وک 


سر لتحم =lim‏ لان )20 4x=‏ + 
4 ص - × x‏ 


=lim‏ لان |x|=-x ٠‏ لما م-۔جہ× 


=lim 
+ع‎ 
lm د لن وج اح صنڑک طم‎ 
x و ےنوت رک 1 اس پک‎ XK "lx Ey وہ‎ X TTY 
81 
lim - f(x) = lim x+1+ ر4 + ل‎ 
ج×‎ +0 X— +c 
=+ 0 
lim [f(x) = (2 x + 3)] = lim X++ X يك‎ 2-2 _2 
x— +c X— +e 


= lim NX +4x-(x+2) 


+ج-ڈ× 

x + 4+ (x + 
lim [Pe + 4 r E t 4 xT 2) 
لبيرت‎ S ' x7 جع 4ج‎ (x +2) 
XxX +4x-(X +4x +4) 
مو+جہ×‎ x +4x+x +2 


-4 


x3 +o x7 +4x+(x+2) 


ا 


lI 
5 


= إذن المستقيم ذو المعادلة  y=2x+3‏ 
مقارب مائل للمنحنى (C)‏ بجوار +e‏ 
3 - لا يمكن ل f‏ أن تكون نابلة للإشتقاق عند 0 لأنها ليست معرفة على يسار 0 
لايمكن ل f‏ أن تكون قابلة للإشتقاق عند 4 - لأنها ليست معرفة على يمين 4 - 
2+4 
7+ ل[ 2 
۵2+ 


x7 جع‎ x 
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4 من أجل :(02-4) - ٣,‏ 6 × :فان +1 (XZ‏ 


=1+ 


سلسلة هياج 
قات ٦ 2779 su‏ 
أ . على المجال 01+1( نٹ ل کے کے 


x7+4x >0 


a‏ 0 لت ا 
x2 + 4x‏ 
2 
وا اع الفلا DSP‏ اند رن رر ےھ ا 


x7 +4 x 
وج‎ 
Ps [S +4x 
2 


2 2 
F‏ > 1 لان رین موجبين لما ]4-, € × 
[S +4x‏ 


2 
x +4x+4 
Ë T UE t 


0 
v 


> 
x +4x‏ عہرت 
2+4x+4‏ > مه x‏ ےھ 
4 > 0 جه مستحیل. 


إذن على المجال ]4 - ٥:‏ ] لايمكن أن يكون 0< (×)'۴ J|‏ 0> (»)'۴ 


خلاصة : إإشارة ()'] : 


+ 


منه جدول تغیرات الدالة f‏ : 


الإنشاء : 


التمرين ‏ 49 
f‏ دالة معرفة و قابلة للإشتةاق على IR‏ حيث 0= (۴)0 و من أجل كل عدد حقيقي × فإن 
نقبل أن الدالة f‏ موجودة و لا نريد ايجاد عبارتها f(x)‏ و نسمي (C)‏ منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و 
متجانس 
ع دالة معرفة على IR‏ ب (× g(x) =f(x) + f)‏ 
1 - برر أن ع قابلة للإشتقاق على IR‏ ثم عين (×)'ع 
2 أحسب (0)ع . ثم إستنتج أن الدالة ۴ فردية 
لتكن ١‏ دالة معرفة على المجال 1 حيث ]0 + : 0[ -1: بے (1)1/8 + h(x) =f(x)‏ 
3 - برر أن 8 قابلة للإشتقاق على 1 ثم أحسب h'(x)‏ 
4 — برهن ان من أجل كل x‏ من 1 فإن : (21)1 >-()ط 
5 إستنتج أن (21)1 -(4)05 lim‏ . فسر النتيجة هندسيا . 
X— +6‏ 


2 ا‎ 
@ x +1 


٤ا‏ دالة معرفة على ]2/2 ; 2/2 -[ — < - (< k(x) = f(tan‏ 
6 أحسب k'(x)‏ ماذا ينتج عن الدالة k‏ ؟ 
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7 — أحسب (1)1 
8 — أنجز جدول تغيرات الدالة f‏ على IR‏ 
9 أرسم المنحنی (C)‏ و اكتب معادلات مماساتھ عند النقط التي فواصلها 0 : 1 - : 1 


الكل — 49 
1 لتكن u‏ دالة حیث + - جم u:‏ منهانا قابلة للإشتقاق على IR‏ و 1 - > (2)'نا 
إذن : fC x) = f(u(x)) = f o u(x)‏ 
منه : الدالة (× -]1 ہے× هي مركب الدالتین u‏ و ٤‏ إذن هي دالة قابلة للإشتقاق على IR‏ 
و دالتها المشتقة هي : xı u'(x) x f '(u(x))‏ 
أي : FER)‏ ےہ ہیں 
أي : 1وی 1 ہے 
7 کی سا لے 
خلاصة g:‏ هي مجموع دالتين f‏ و fou‏ قابلتین للإشتقاق على IR‏ إذن : ع قابلة للإشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة 
هي : f '(x)‏ (1ء) + g'(x) = f'(x)‏ 
1 ہے 


+l × +1 


0 = إنن الدالة g‏ ثابتة على IR‏ 
g(0) = f(0) + f(0) =2 f(0) =0 -2‏ 
إذن : من أجل كل × من IR‏ فان ON g(x) =g(O)=0‏ ع ثابتة . 
أي : من أجل كل × من IR‏ فان fO +f(-x)=0‏ 
أي : من أجل كل × امن IR‏ فان 400 - > )1 


منه : الدالة f‏ فردية 
3 لتكن u‏ حيث */1 جه :لا دالة معرفة على ]ص + : 0[-1 
u‏ قابلة للإشتقاق على 1 و دالتها المشتقة 1/<2 - > ux)‏ 
منه : الدالة («/1)1 — x‏ قابلة للإشتقاق على 1 لأنها مركب الدالتین f‏ و نا و دالتها المشتقة كمايلي : 
(fou)'(x) = u'(x) x f '(u(x)) 8‏ 
1 1ے 
x (FT‏ 


لہ 
02 
خلاصة : h‏ هي مجموع دالتین f‏ و fou‏ تی 
إذن h:‏ قابلة للإشتقاق على 1 و دالتها المشتقة هي : 
=f" -1‏ 
(YZ £+ (r)‏ 
= 1 
x+1 x< +1‏ 
0 = إذن h Map‏ 2506 
4 ے لاینا ۔ f(1)=2 f1)‏ + (1 > (1/1 + (1 - (1)ط 
لکن h‏ دالة ثابتة إذن : من أجل كل x‏ من I‏ فان h(x)=h(1)‏ 
أي : من أجل كل ¿M I sx‏ (۴)1 2= (»)1 
5 لدینا من أجل كل × من ]0ه + : 0[ فان h(x) = f(x) + f(1/x)‏ 
أي f(x) + 11/9 š‏ = (1)1 2 
أي : («/1)1- (1)1 2 f(x)‏ 


lim f@a)=lim  ]21)1(-1)10[ : < 
Xx— +e X TO: 
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=2 f(1)—lim f/x) 


X ——+ ئ0‎ 
lim 1 x=0  نأل‎ =24)-lm_ fy) 
× ج‎ +e y— 0 
(Ü قابلة للإشتقاق عند 0 إذن فهي مستمرة عند‎ f) lim إذن : 0-(2۴)1=(»)؟ صا لن ۴)0(=0= (ر)؟‎ 
x y— +e x — + ہو‎ 
lm f@)=260) : أي‎ 
X — + co 
+e بجوار‎ (C) تفسير هندسي : المستقيم ذو المعادلة (۴)1 2 = لإ مقارب أفقي للمنحنى‎ 
k(x) = f(tan x) — x دة‎ 
[- 2/2 :1/2] على‎ u: x— tan x = نعرف الدالة کت‎ 
جج نومع - انا‎ sin x اک ; 1 ے‎ 
cos” x cos? x ان‎ 
k'ix) =u'(x) x f'(u(x))-1 ¿V k'x)= L x f'tanx)-—- 1 : منه‎ 
cos” x 
دز تح‎ la 7ے ےک پچ‎ 
×ظ‎ tan” x+ 1 
= L x = -1 
cos x sin x , 
cos x 
لپ ات کلت ہے‎ cos? x 11 
cos x sin x + cos” x 
=1 - 1 
[- ۸/2 : 72/2] ثابتة على‎ k إذن الذالة‎ = O 
k(0) = f[tan(0)] - 0 : بما أن‎ 
= f(0)-0 
=0-0 


فإن الدالة k‏ معدومة على ]۸/2 : 7/2 -[ أي : 
من أجل كل × من ]۸/2 ; 2/۔[ فإن ‏ 10-0 
أي : Mtanx)-x=0‏ و هذا من أجل كل x‏ من ]7/2 : 7/2-[ 


من أجل 2/4 = x‏ نحصل على : حك fan).‏ 
پیج كك - دوي 
(an 2) - 2 š‏ 
أي : f(l)= Z‏ لان 1 = = tan‏ 
نتيجة : ۸/4 > (1)1 4 š‏ 
8 - جدول تغيرات الدالة f‏ <لی f IR‏ فردية 
حسب الأسئلة السابقة تحصلنا على: 4 > (1)1 
lim 10-2 f(1) = r/2‏ 
x> +0‏ 
بما أن f‏ فردية فإن يمكن إستنتاج مايلي : 
f(- 1) = - 4 )‏ 
منه جدول تغیرات الدالة f‏ كمايلي : s‏ تہ 
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1 +0 
* > 


0ھ zs f'(xo)‏ ذلك 
x. y=x‏ ول فد لد 
(x+1)- £‏ رس جو =s‏ 5 ب ہے 
+( کل E y=‏ سی 4 | 1 
المنحنى : 
التمرين — 80 


f‏ دالة معرفة على IR‏ ب ×= f(x)‏ نسمي (C)‏ منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
(o; i;j)‏ 
1 - برهن أن ۴ دورية ذات الدور 7 
2 - برهن أن محور التراتيب هو محور تناظر للمنحنى (C)‏ . 
3 - أدرس تغيرات الدالة f‏ على المجال [2/ء : 0] 
4 - أرسم المنحنى (CJ‏ على المجال ]38.32[ 
الحل — 50 
1 من أجل كل x‏ من IR‏ فإن e IR‏ (۸ + ×) و لدينا : 
+m) = sin2 GFN)‏ ع1 
2ء sin x cos z + cos x sin‏ [ = 
sin x + 0)‏ -( = 
sin x‏ = 


= f) 


إذن : f‏ دورية و دورها 7 
نتيجة : يكفي دراسة الدالة f‏ .على مجال طوله 7 
2 - من أجل كل x‏ من IR ¿ü IR‏ © (×۔) و لدينا * 
f) x) = sin (- x‏ 
sin x)‏ ۔) = 
sinx‏ = 


= f(x) 


إذن : f‏ دالة زوجية منه 'لمنحنی (C)‏ يقبل محور التراتیب كمحور تناظر 
3 تغيرات الدالة f‏ على X/2[‏ : 0] 
f‏ قابلة للإشتقاق على IR‏ و خاصة على [2/2 : 0] و دالتها المشتقة : 
x‏ تاله f'(x) = 2 cos x‏ 


إشازة ۶۷6(9 5 72 0. x‏ 
COS x t 0‏ 
sin x 0 +‏ 
0 + 0 60 
f‏ 7ة جدؤل خیرات الذالة ۴ على [ x |° ۸/2 2 [0; z/2‏ 
٣٤۷ + |‏ 
1 
وت f(x)‏ 
پر وق ابی ہم رک ویو 
4- لرسم المنحنى على ]38;38-[ تع الخطوات الالية : 0 


. کے 1 [2/2 : 0[ حسب جدول التغیراتِ‎ apipi V 
[ 2/2 ; 0] بالتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب نرسم الجزء من المنحنى على المجال‎ > 


باجراة اشحف ل ع شر 5 : 2 -] ترسم الأجزاء من المنحتى على المجالین +a]‏ 2 :]اي 


w EE‏ 3 -:+-2.] 2 [5- : كيك :]نذا شصل على (O) =a‏ على مل 
| 
التمرين ‏ 51 


f(x) = sin 3x -3 Si < معرفة على 112 ب‎ M f 
۴)۲ -×( ; ۴) ×( ; 10+ 2 7( و كل من‎ f(x) قارن بين‎ — 1 
]0 ; X/2[ على المجال‎ f برهن أنه يكفي دراسة تغيرات الدالة‎ 2 
1 ')00 > - 6 برهن أن من أجل كل عاد حقيقي × : × 2 لہ × صذة‎ - 3 
]0; X/2[ على‎ f أدرس تغيرات الدالة‎ - 4 
Fx sz] على‎ f أرسم منحنى الدالة‎ 5 
51 — 1 
: (×۔) و11 ء (×-3) حيث‎ e IR )×+ 2702© R لدينا‎ IR من‎ x من أجل کل‎ — 
f(x + 2 m) = sin 3(x + 2 m) - 3 sin(x +2 r) 
= sin (3 x +6 x) - 3 sin(x +27) 
=sin 3 x - 3 sin x 
(l) و هو المطلوب‎ = f) 
f( x) = sin (- 3 x) - 3 sin(- x) 
sin 3 x + 3 sin x 
- (sin 3 x - 3 sin x) 
)2( 00ا و ھو المطلوب‎ 
1) x - x) = sin 3 (z - x) - 3 sin(z - x) 
=sin(3z-3x)-3 sin x 
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=sin3x-3sinx 
)3( و هو المطلوب‎ O 
خلاصة : حسب السؤال (1) لدينا‎ 2 
f إذن : 27 آھو دور الدالة‎ ۴)» + 2( = fO) V 
[z : z] منه : يكفي دراستها على مجال طوله × 2 و لیکن‎ 
. فردية أي المبدأ (0 ; 0) 0 هورمركز تناظر للمنحنى‎ f : إذن‎ ۴)-×( = -۴)( > 
]0 : ×[ على المجال‎ f منه : يكفي دراسة الدالة‎ 
]7/2 : m تحصل على المنحنى على المجال‎ ۴) - x) < f(x) ثم باستعمال العلاقة‎ ]0 : n/2] على‎ f ندرس الدالة‎ > 


0 > x < 2 اك‎ 

أي 0 > ×۔ > -m2‏ 

m - ک0‎ m-x £ x z 81 
7/2 <x-x S x ایق‎ 


]- © : - 2/2[ بالتناظر بالنسبة إلى المبدا نحصل على المنحنى على الجزء‎ > 
]0 : z/2] نتيجة يكفي دراسة تغيرات الذالة ۴ على المجال‎ 
و دالتھا المشتقة<‎ IR قابلة للإشتقاق على‎ 1 3 
f'(x) = 3cos 3 x — 3 cos x 
= 3[cos 3 x - cos x] 
= 3[cos(2 x + x) - cos x] 
= 3[cos 2 x cos x - sin 2 x sin x - cos x] 
= 3[cos x(cos 2 x - 1) - sin 2 y sin x] 
cos 2x -1 =-2 sin x ¿W =3[cos x )- 2 sin? x) - sin 2 x sin x] 
=3[-2 sin? x cos x - sin 2 x sin x] 
=-3 sin x [2 sin x cos x + sin 2 x] 
2sinxcosx=sin2x ¿Ñ =-3 sin x [sin 2 x+ °sin2 x] 
= - 3 sin x [2 sin 2 x] 
و هو المطلؤب‎ =-6sinx sin2 x 


4 - التغيرات على المجال X/2[‏ ; 0[ 
f‏ قابلة للإشتقاق على [2/: 0] و ×2 f'()=-6sin x Si‏ 
kay‏ أن :1/2 > x‏ < 0 أي 7 > ×2 > 0 مه 0> sin2x‏ 


-6 < 0 

إذن :من أجل x Oç‏ من ]0;2/2[ فان - f'G)<0‏ لان 0 > sinx‏ 
منه جدول تغيرات الدالة ۴ على [7/2: 0[ = 2 
x 0 2/2‏ 
0 = 00 


0 
f(x) کو‎ 1)0( = sin 0 - 3 sin 0-0 


f (E) = sin E -3 sin 2 =-1-3=-4 


5 — رسم المنحنی على [27 ; 27 -] 
بإستعمال الخواص المطلوبة في السؤال (1) نحصل على جدول التغيرات 
ای r2‏ ؤ0 وہ x j-r‏ 
re + 0-4-0 +Q‏ 
0 4 
f(x)‏ 
منه المنحنى التالي پت / 


سلسلة هباج 


التمرین — 52 


f))= بہ۔ < 05» - 22 و0 ل‎ 1R دالة معرفة على‎ f 


10 
2 
نسمي (C)‏ منحناها في معلم متعامد و متجانس (o; 355 P)‏ 

1 - برهن أن الدالة f‏ دورو و دورها 27 

2 - برهن أن محور التراتيب هو محور تناظر للمنحنى (C)‏ . 

3 - أثبت أن من أجل كل عدد حقيقي f'(x)=sinx ]1- 2 cos x| : x‏ 
4 - أدرس إشارة f '(X)‏ على المجال z]‏ ; 0[ 

5 - أرسم جزء المنحنى C)‏ على المجال [٭ :2 -] 

6 كيف يمكن إستنتاج المنحنى (C)‏ على IR‏ ؟ 

"= ب 52 

1 من أجل كل x‏ من 1۸ فإن! IR‏ € (۸ 7⁄2 ») بو 


f(x + 2 x) = L cos 2(x + 2 2) - cos(x + 2 m) 
= 1 cos(2 x + 4 z) - cos x 
= 1 cos 2 x - cos x 
2 
= f(x) 
2 * دورية و دورھا‎ ۶٤: إذن‎ 
(×ے) و:‎ © IR لدينا‎ IR من‎ x من أجل كل‎ 2 

f( x) = — cos(- 2 x) - cos(- x) 


cos 2 x - cos x 


سای سإلا 


TOO)‏ ے 
إذن :۴ دالة زوجية أي منحناها (C)‏ يقبل محور الترَاتِيبَ کمخور تناظر . 
3 1 قابلة للإشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 
sin2 x) - C sins)‏ 2ل - وم 
sin 2 x + sin x‏ = 
sin2x=2sinxcosx ¿Ñ =-(2sinx cosx)+sinx‏ 
sin ×)1 — 2 cos x)‏ = و هو المطلوت 
f(x) =sin x(1 ~2 cos x) - 4‏ 
على المجال [O;z]‏ ادينا : « وك 2< 1ج 20 1—-2cosx‏ 
cosx > 2‏ € 
x e [r3 : r]‏ هت 
منه جدول | شارة (×)' كمايلي : 3 0 x‏ 


sin x 


x 
اس سے‎ 

1-2 cos x = + 

tsa a= 1 39 

5 — جدول تغيرات الدالة f‏ على [* :10 م 7/3 0[ k‏ 

"= ٣ 


سلسلة هياج 
cos 0 — cos 0 =‏ }=0 
cos‏ - 232 ووه 3 كر 6 


عراں | ديا 


1 
ضر مم ا 


إنشاء المنحنى على t : x]‏ -] (بالتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب ترسم الجزء على ]0 m;‏ -[ كما في الشكل : 
6 الانشاء على IR‏ : باجراء اتسحاب للمنحتى (C)‏ على مجالات طولها 27 نحصل على المنحنى على IR‏ 


التمرين ‏ 53 
f‏ دالة معرفة على ]1 ; 0] ب 


نسمي (C)‏ منحناها في المسنوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ([ 135 0) 
1 هل الدالة ۴ قابلة للإشتقاق عند 0 ؟ 
2 - أدرس تغيرات الدالة f‏ 
- أكتب معادلة المماس (T)‏ للمنحنى (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 1/2 
— أرسم في نفس المعلم کل من (T)‏ و (C)‏ و (C)‏ حيث (C')‏ هو نظير المنحنى (C)‏ بالنسبة إلى محور الفواصل . 
5 - نضع )١'(‏ ا (6) = (0) و لتكن M(x;y)‏ نقطة من المستوي . 
برهن أن : (7) ع M‏ إذا وفقط إذا كان 2-0و -(”ر + »)× 
ملاحظة : المنحنى (y)‏ يسمى Cissoide de Dioclës‏ 
6 1 نقطة ذات الإحداثيات (0 : 1) و (E)‏ الدائرة ذات القطر (OD‏ 
(A)‏ مماس الدائرة (E)‏ ند النقطة I‏ 
(d)‏ المستقيم الذي يشمل O‏ و معامل توجيهه العدد الحقيقي t‏ حيث 0 t‏ . 
عين إحداثيات النقطة M‏ نقطة تقاطع الدائرة (E)‏ و المستقيم (d)‏ حيث M‏ تختلف عن O‏ . 
7 — عین إحداثيات M‏ نقطة تقاطع (y)‏ و المستقيم (d)‏ حيث M'‏ تختلف عن O‏ . 


الحل - 53 
1 — الدالة f‏ ليست معرفة على يسار 0 إذن : f‏ ليست قابلة للإشتقاق عند 0 
تا 
lim f(x) — 2 77 1-x 0‏ 
2 ات 0ج 
x‏ 
ا نا > لن — == < لما x>0‏ 
56 چ Ix‏ 
=lim 3‏ 
x2 ٣۶‏ 


إذن : ۴ قابلة للإشتقاق على يمين 0 و عددها المشتق.هو 0 
2 التغيرات f:‏ معرفة و قابلة للإشتقاق على ]1 : 0[ و دالتها المشتقة : 
50 


3 کرت لے 
J =‏ سے سے É x(1‏ = 
(1-—x)‏ 


[e= x آفن کل‎ ×۵ E ت89‎ 


ESS A 
26-2 1-× 
کا و کات‎ 
z ON | ج1‎ 


ٹورک 201 
x > 0‏ 
إذن إشارة ۲/60 على ]1 : 0[ هي إشارة × 3-2 فقط لان | 0 < (×-1) 
1—x‏ 
منه جدول إشارة f'(x)‏ اہ 


ا ات im fo)=lm‏ 
E xs 1۱-٣۶‏ 
3 معادلة المماس (T)‏ عند النقطة ذاتَ الفاصلة 1/2 تكتب من الكل 
(y 1 4‏ = 
رم ر مور جات 
1 
و200 ا لم 
)2(1/4 1⁄2 "و -201 


Dê E “Ta =a 


منه معادلة (T)‏ : رید 


12ل 


1 i 
=2x 3 ا‎ 
ي 2 و‎ 


إذن تكون y)‏ : »)4 تنتمي إلى (C) U (C)‏ إذا وفقط إذا كان 
M e (O)‏ أو Me(C)‏ 
أي تكون M(x : y)‏ تتمي إلى (y)‏ إذا وفقط إذا كان سا 


أو = 
1-1 

x‏ ے2 

-1 
أي : 
أي : 
أي : 
أي : ZS ty)‏ 
أي 20م رثر+ »)× وهو المطلوب . 


GM 101 :0( -6‏ 1-1( منه تصف قظطر الدائرة (E)‏ 1727598 او مريكرها:(0.: 41/2 إذن معاذلتها 


.1( تزه ىه (ly‏ 


آي : -x=0‏ +2 معادلة (E)‏ 
لاحظ أن مماس الدائرة (E;‏ عند النقطة I‏ هو المستقيم (A)‏ ذو المعادلة 1= × (مقارب للمنحنى ((C)‏ 
(d)‏ يشمل المبدأ و معامل توجيهة ‏ إذن معادلته تكتب من الشكل ×= لإ 
لتكن M(x; y)‏ نقطة من (0) أي M(x;tx)‏ 
تكون M‏ نقطة من (E)‏ إذا وفقط إذا كان : 0= x + (tx -x‏ 
أي : x + x -x=0‏ 
رو اہ 
x[( +)x-1]=0‏ 


5 
أي : أو 
گا سے 
5 و 


1+1 
(d) <‏ يقطع (E)‏ في نقطتین هما )0 :900 و ا یں 
7 — لتكن <š M '(x; y)‏ من M'(K;tx)  نذإ (d)‏ 
تكون. M'‏ نقطة من (y)‏ إذا وفقط إذا کان ) [0;1[ € × 
تکون مت (7)إذا: وفقط إذااكان سر - Ee x02 + Û x2)‏ 
المعادلة (1) تكافئ : 0= x‏ پر 0+ 
تکافئ:: 0 = x(x + Ê x - Ê)‏ 
کے z‏ 
1 0 
ثکافئ : أو 
= )+ 1)× 
x=0‏ 7 
اف ` أو I‏ الحلين مقبولین لأنهما ينتميان إلى المجال ]1 : 0] 
TEZ‏ 
L‏ بت 7 ج لس : Sn‏ فق أن 
نٹیجھ + (d)‏ نظ (7) في عطق هما )0 0002 ای اہ مام 
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تمارين نماذج للبكالوريا 


(O ; 1; J)‏ معلم متعامد و متجانم للمستوئ”. 

نعتبر الدالة u‏ المعرفة على IR‏ ب ×-1+ 7« | u(x)=‏ و (C)‏ منحناها البياني في المعلم (O; T; J)‏ 
1 عين نهاية الدالة u‏ عند ہہ - i‏ 
2 - بین أن من أجل كل × من IR‏ لدينا :لخ 
3 -| نهاية الدالة u‏ عند عه + +1 +2 
4 بین أن [u(x) + 2 x]‏ توول إلى 0 عندما × یؤول إلى 0< - ثم أعط تفسیرا هندسيا للنتيجة + 
5 بين أن من أجل كل x‏ من 11 : u(x)>0‏ 

6 استنتج اشارة [u(x) + 2 x]‏ ثم فسر النتائج هندسيا . 

7 نقبل أن الدالة u‏ متناقصة تماما.على IR‏ . أرسم المنحنى (C)‏ ومستقيمه المقارب المائل . 
1 کے 1 

lim ux)=lim Vx +1 - الاك م + دير‎ 


التمرين 1 


u(x) = 


X—-% ۔ ج پر‎ 6 
lim x+1=+og lim, (-x)=+%@ لان‎ 
x—- ج مہ‎ oo 

2 من أجل كل × من JR‏ لدينا u(x) =[X7+1- x‏ 


عو ہے (= 


عد +1 ميرول š‏ 


z x+ 1 رت‎ 
x +1+x 
> لح = هو المطلوب‎ — 
میں کا ا‎ 
lim u(x)=lim ESL السب‎ 
x م + جچے‎ Xx ,موي‎ AF 1 + x 
lm (xX و + دي جاع‎ ¿Ñ =0 
X> +6 
lim +, [u@)+2x] =lim دو +ےر۔-1+کرل‎ _4 
چ × 6 ۔ ج×‎ - 
=hm NK 212 
I لجع‎ 
= 4 = 1 
ux) =———— مزاع لان‎ — 
x +1+x × — وہ ۔‎ u(x) 
im u()=+e ون‎ =0 
× — ہم ۔‎ 
lim [u@)-C2x)]=0 gi - Tim [u@)+2x]=0 : التفسير الهندسي‎ 
xX—- جوع‎ 


إذن : المستقيم ذو المعاددة y > - 2 x‏ مقارب مائل للمنحنى (C)‏ بجوار © - 
5 لندرس إشارة (*)نا على IR‏ كما يلي : 
Nx2+1-x>0‏ جه 0< 0ن 


x +1>x....(1)‏ ہے 
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نمیز حالتین : 
الأولى : 0 > × في هذه الحالة المتراجحة )1( Lala‏ محققة . 
الثانية : 0 < × في هذه الحالة المترأجحة (1) تكافئ ×< 1 +2 
pa LAS Ñ‏ سج سد و زع 
نتيجة : من أجل كل عدد حتيقي × فان u(x)>0‏ 


6 کیا پر2 +22 1 + کور پک 2 + )نا 


— 
3 کو ع — 

با سے اوج کے با 

x +1 عدج‎ u(x) 


1_ اي موجيبًا اما لان :1002-0 
u(x)‏ مو+ 


u(x) = 


إذن : إشارة × 2 + u(x)‏ هي إشارة 


التفسير الهندسي : 0 < [21 + ([u(x)‏ تكافئ u(x)-(-2x)>0‏ 
أي المنحنى (C)‏ يقع فوق ١مستقيم‏ المقارب المائل ذو المعادلة 2 - - لإ 
7 الانشاء : علما أن الدالة u‏ متناقضة على IR‏ نحصل على جدول 

التغيرات التالي : 


0 
0 
1 


منه المنحنى التالي : 


التمرین — 2 =l‏ 
ABCD‏ مربع ضلعه 1 . 
(C)‏ هو ربع الدائرة ذات المركز ۸ و نصف القطر [AB]‏ المرسوم داخل المربع ۔ 
T‏ نقطة من (C)‏ تختلف عن 8 و D‏ مماس الدائرة (C)‏ عند النقطة T‏ يقطع [DC]‏ 
في النقطة M‏ و يقطع [BC]‏ في النقطة ١‏ . 

BN=y او‎ DM = x zz; 

MN = +y-2x-2y +2 .... .. برهن أن‎ -1 


2 - برهن أن . MN =x+y‏ 
3 - استنتج عبارة y‏ بدلالة x‏ کے 
لتكن f‏ الدالة المعرفة على ]+ : 0[ ب === = f(x)‏ 


4 أدرس تغيرات الدالة f‏ . 
5 ما هي وضعية النقطة M‏ التي من أجلها تكون المسافة MN‏ أصغر ما يمكن ؟ 


الحل - 2 
1 ے بتطبيق نظرية فیٹاغورٹ على المثلث MNG‏ القائم في © تحصل عل : 
MN? = MC? + NC?‏ ای Gk‏ 
لکن لدينا : NC = BC - BN‏ 
MC = DC - DM‏ 


BC=DC= .& NC=1-y اس‎ 
j EM TE 


سلسلة هباج 


MN? = )1 -x)2 + (I - y) 
MN2=1-2x+%+1-2y+y 
. و هو المطلوب‎ MN قرع‎ + y2-2x-2y+2 l 
(AT) عمودیي على‎ (MN) و العماس‎ (2) .............. MN = MT + TN حسب الشكل لدینا::‎ 2 
: TN و‎ MT لتبحث عن کل من‎ 
: نحصل على‎ T بتطبيق نظرية فيثاغورث على المثلث ۸17 القائم في‎ 
E AN - ] + 122 : gi AN - 12م‎ + TN? 
AT= أي‎ (C) هو نصف قطر الدائرة‎ AT : لان‎ 
: القائم في 8 فإن‎ ABN من جهة أخرى بتطبيق نظرية فيثاغورث على المثلث‎ 
000 AN =1+y” نی‎ AN? = AB? + BN? 
1 + 1۸7 - 1 + بمقارنة العلاقتين (0) و (8) نحصل على : ”ر‎ 
TN2 = y> zal 
G)...... TN = y : منه‎ 
: نحصل على‎ T القائم في‎ ATM بتطبيق نظرية فيثاغورث على المثلث‎ 
می ہا‎ AM2=1+MT gi AM = AT + MT? 
: نحصل على‎ D القائم في‎ AMD بتطبيق نظرية فيثاغورث على المثلث‎ 
¿asme AM? =1 +x? : أي‎ AM2 = AD2+ DM? 
1 + M1 =1 +×“ : و (۸) نحصل على‎ (y) بمقارنة العلاقتين‎ 
MT? = x? : أي‎ 
E MT =x : أي‎ 
: في العلاقة )2( نحصل على‎ TN و‎ MT بتعویض كل من‎ 
. و هو المطلوب‎ MN=x+y 
لدينا : ال ا‎ - 3 
MN =x+y 
(Ky = +y أي : 2 ر2 ۔‎ 
2+ + 2 رك بوي‎ +y -2x-2y+2 : أي‎ 
2xy=-2x-2y+2 ان‎ 
2xy+2y= 2-2x آي‎ 
2y(x+1)=2(1 + ×) : أي‎ 
1-x 2 
1+× <9 
.« بدلالة‎ y وهي عبارة‎ 
[0 ; تغيرات الدالة  على اله جال]1‎ 4 
[0 : 1] و خاصة على المجال‎ IR - )- 1( دالة ناطقة إذن معرفة و قابلة للاشتقاق على مجموعة تعريفها‎ f 
5 2x(1+x)-(1+x5 : و دالتھا المشتقة‎ 


2 
EE ANE 
(1 +x) 


2 
29 = من شرة 1 و ا عا 
کے q‏ ادا x‏ ك ام موجب 


إذن المساواة )1( تصبح : 


.0>× > 1 حيث 0 عير + ]1 لأن‎ y= 


زع افو 


إشازة 2أ 
A=4+4=8‏ 


9 


ae EE | 


: من‎ 
x r EE - 
x +2x-1| + 0 0 E 
x |@ IM 2M 1 ١ ٠ على العجا ]0:1[ كمايلي‎ 0 


f'(x) _ 0 +‏ 
منه جدول تغيرات الدالة ۴ على ]1 : 0[ : 


f(0) =‏ 
1ل 2ر6 
E] Hl 4-2‏ نے لف پا 
2 2-2001 
وکوہ ھا — - ( 2-1 
2 وضو و من 
5 ×۔1 
ra. S‏ +ع - MN‏ ص 
EK E š‏ کی 
1-x‏ 
=x i‏ 
ي MN=x+ E‏ 
2 
5 د - 1 + ×× 
أي : 28 MN‏ 
2 
1 اق 5 
آي = 
اي MN ET‏ 
أي : MN = f(x)‏ 


نتيحة : . تكون المسافة MN‏ أصغر ما يمكن إذا و فقط إذا كانت f G)‏ اقيئة“حديّة š ya‏ غل المجال ]1 : 0[ و حسب:جدول 
التغیرات فان هذا محقق من أجل 1 - 22> 
وعليه تكون المسافة MN‏ أصغر ما يمكن إذا و فقط إذا كانت 383 بین النقظة D‏ و'النقطة M‏ هي 1 -7] أي 1 -2]<× 


التمرين ‏ 3 
2 
لتكن م4 دالة معرفة ب 5ا -× سے سے داه = fa (x)‏ 


1 — ادرس تغیرات الدالة fa‏ . 
2 استنتج المستقيمات المقاربة للمنحنى (Ci)‏ الممثل للدالة م1 . 
3 - بين أنه توجد نقطة وحيدة تنتمي إلى كل المنحنيات (C,,)‏ . 
4 ما هو المنحنى الذي يشمل النقطة ذات الاحداثياث )1 ; 4) . 
al‏ 3 
1 - دراسة تغیرات الدالة fa‏ : 
fa‏ معرفة من أجل :0ے 23× وہ 3:2 
12<0+ثوعھ 
m+ 12‏ عل × 
2 
m +m? + 2‏ "| 
2 
hay‏ أن من أجل كل n‏ من IR‏ فان ×> × لان ۰۳ دو بر 
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] %0: xı[ U ]xı  ×جآ‎ U [<5 : + 6] معرفة على‎ fm : إذن‎ 
کی کے 3-2-عع ےم‎ 12 = ES 
x —mx-3 x —mx-3 
lim faa شقن‎ 
x ۔ جہ‎ 6 12 
lim f(x) slim 1 - =-o 
xx, 0ر‎ Y 
lm fa(x) = lim و و‎ +o 
x تب لا اوہ ےت ہے‎ yo 5 
2 3 7 0 3 Nn = > lim n(x) = lim 1] — =+ 
0 xS x y> 0 8 
lim f(x) > مو ہے — -1 وز‎ 
x2y x2 وا سا‎ 
lm fa(x)=1 
X —> Fo: 
: دالة ناطقة إذن قابلة للاشتقاق على مجموعة تعريفها و دالتھا المشتقة‎ fi, 
1 @x—m)(2-m × -3( - )2 (مم -ع‎ (mx - 15) 
5) = س‎ > 
(x mx 23) 
قن بط شي ۔‎ m-3 + mr + 15) 
(—mx-3) 
12(2x—m) 
(2 - mx- 3(2 ۱ 
٠ إذن : إشارة («)'1 هي إشارة " - × 2 لان المقام موجب‎ 
COS m/2 X2 +o 
2x-m - + 


منه جدول تغيرات الدالة fa‏ : 


2 2 2 
m n ys m° - 2 m -0 
لا‎ my= 4 Rg NL 0 4 w m? 2 m - 60 
2 m اعت کر نت‎ 272-20-2 RE I 
4 4 


O‏ ح790 
میں 
ساق اذو اتن 120 د 227 لهات سين اہ 


2 
المستقيم ذو GM‏ 12+ 2طا2 = × مقارب عمودي . 


او و ی ور ل کی + په 
3 لتكن 4)٥ : B)‏ نقطة من المستوي . 

تكون M‏ تنتمي إلى كل 'لمنحنيات (Cn)‏ إذا و فقط إذا تحقق أن : 

من أجل كل m‏ من IR‏ فان : “> 8ت (1,)6 


أي من أجل كل m‏ من 18 : 8= 5 کے کے 
ہے a — m‏ 


5-5 


ای من اجل كل m‏ من 18 : (3 -ه مح B(o?‏ = 15 دن م û2‏ 

أي من أجل كل m‏ من 18 : 0 = B + m(e B - a)‏ 153+3 - تن م - ضس 

a - Bo? -15+3 8 =0 ...)1( : أي بالمطابقة‎ 

(2)۔ 3 . 

المعادلة (2) تكافئ 0 > (1 - 8) © أي (0=» او 8-1) 

> من أجل 0= 0 المعادلة (1) تصبح : -15+3B=0‏ أي 8-5 

۷ من أجل 1 > B‏ المعادلة )1( تصبح 0=. 53 مستحیل . 
نتیجة : 0= و B=5‏ 
خلاصة : توجد نقطة وحيدة M‏ احداثياتها )5 : M(0‏ تفتمي, إلى كل المنحنیات (C+)‏ . (من أجل أي قيمة ل (m‏ . 
4 - تكون النقطة ذات الإحداایات (1: 4) تنتمي إلى المتحنى (م©) إذا و فقط آإذا كان 1 > )4( fa‏ 


16-4m-15 =1 ہے‎ 16-4m-15=16-4m-3 یں‎ 
16-4 5-3 0 E 


إذن : لا يوجد أي منحنی يشمل النقطة ذات الإحداثيات (1: 4) 
ملاحظة : يمكن الاجابة على هذا السؤال بملاحظة جدول تغيرات الدالة fra‏ 
حيث ()م) لا يأخذ أبدا القيمة 1 مهما كان العددا الحقيقي 83 
التمرین # 3 
نضع كرة ذات نصف القطر R‏ داخل مخروط دوراني قياس نصف زاوية رأسه هي 0 حیث 7/2 > 0>0 
نفرض أن الكرة و المخروط الدوراني متماسان و نقبل أن حجمه ۷ يحقق العلاقة : 
rR(1 + sin 0)‏ 4 
sin 0(1 — sin 0)‏ 3 
1 — برهن أن الارتفاع 1 و .لحجم v‏ للمخروط الدوراني يحققان العلاقة : 


N 


E ERT 
A v= 3 tan 0 
f(x) = المعرفة على ]1 ::0[ ب ل‎ f أدرس تغيرات الدالة‎ - 2 


x(l=— 


3 ا سے ھا ا سح سس و سے تر 0 يطلب 
تعیبن کل من 00 و م۷ . 
4 أحسب الارتفاع ho‏ للمخروط الدوراني الذي له أصغر حجم . 
1 =3 
1 بلدين وى اع 5 sua se‏ درا الذور ادي . 
h 3‏ : ارتفاع المخروط الدوراني . 
و خسب الشکل فان : S=xAB2‏ حیث [AB]‏ هو — قطر قاعدة المخروط . 
AB‏ 
h‏ 
أي : 9 =h tan‏ قم 
منه : ”)0 S=r(htan‏ أي 0 S=rh tan?‏ 


من جهة آخری لدینا : . سك = tang‏ لأن المثلث 0۸8 قائم في ۸ 


إذن : او 


أي : 0 tan?‏ = =۷ و هو المطلوب . 
2 تغيرات الدالة f‏ على المجال ]1 : 0[ 
f‏ دالة ناطقة إذن 2148 للاشتقاق على مجال تعريفها و خاصة على ]1 : 0[ و دالتها المشتقة 
2= ےناد کات P00=‏ 
[(<- 1)×] 
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Dx IC I F< 05 2) 


ب < )1 
[xG = xÉ‏ 
3x-—1‏ 
== ب کے جا آ — 
ie 67‏ 
إذن إشارة ()'۶ هي إشارة (1 -× 3)(× + 1( لان المقام موجب 
+ 1/3 4-1 ۔ | x‏ 
> 
Lee | > 0 +‏ 


3x-1 
1+» Gx-Dj + 0 3 


0 
لحملها 


منه جدول تغيرات الدالة f‏ على ]1 : 0[ 


الاد r aN tej‏ تقل مد حدية ر على لمجال ]1 10 وى 8ون أجل ضر 
ڈو مع , FR‏ 


= سور ہے ر پر ہے 
اش 3 v‏ حيث 1> ×> 0 ل 7/2> 0 >6 


إذا وضعنا 0 sin‏ = × ذعصل على 
3 

منه : يكون v‏ أصغر ما يمكن إذا و فقطإذا كان f (x)‏ أصغر ما يمكن 

و حسب تغيرات الدالة f‏ فإن هذا محقق من أجل 1/3 = x‏ 

أي : sin0=1⁄3‏ إذن. 00 :هي الزاوية التي تحقق | 00>7/2 > 0 


sin 00 = 3‏ 
3 
و کی هذه المالة لديا درو & دور 2 وڈ w=‏ 
3 3 
4 — حسب العلاقة v= ZË a0‏ فان : ر٥ ZÊ taf?‏ = ونا 
nh o‏ _ 72 ہ8 
tan 0, Í‏ 0 — 
5 رد 3 
أي و R = ho? tan?‏ 8 
3 
2 تی لا 
لکن 1/3 -ن6 مہ إذن : 1/9 = م0 مذو 0 
و لدينا : 66 زي - 1 -م26ومه أي 3 =1 -1 = 00 cos‏ 
2 
E Ins CSB O 3‏ 9 کو0 دم 
وم ال S‏ ا 
منه العلاقة (1) تصبح : y‏ 
SA‏ = 21 تج 64 ho=‏ 
ا hû = (4 R)°‏ 
منه : R8‏ 4- 1ط و هو المطلوب . 
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الت 5 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (3 : 1 : 0) 

نعتبر النقطة م ذات الاحداثیات (1 : 2) 

8 في النقطتين ۸ و‎ (oy) و‎ (ox) ويقطع کل من‎ p مستقيم يشمل‎ (d) 
1 على الترتيب حيث ترتيب النقطة 8 يكون أكبر من‎ 


نضع 0 القيّس بالراديان للزاوية 0۸8 حيث 2 >0>60 
1 — أحسب بدلالة 0 tan‏ كل من فاصلة النقطة ۸ و ترتيب النقطة B‏ 
2— استنتح عيارة مساحة Sg‏ 048 تھے 
f‏ الدالة المعرفة على |> + : 0[ ب 0+ +0 = f(x)‏ 
3- أدرس تغيرات الدالة f‏ 
4 استنتج أصغر مساحة ممكنة للمثلث 048 
الحل 
1 لتكن × فاصلة النقطة. .+ و ٠ل‏ ترتيب النقطة 8 . 


1 


حسب الشكل لدينا : = 0 tan‏ منه : 1 (x-2)tan@=‏ 
2× ۲ 
أي : x tan 6 = 1 + 2 tan Û‏ 
3 1 
أى : با = k‏ || ج 
n tan 0 5‏ 
حسب الشكل دائما احلا = tan0‏ منه : 2tan0=y-1‏ 
آي نو وت ا 
2 - مساحة ata‏ 048 هى : ر×1 S=‏ أي anê)‏ 2+ 1( ل +32 =$ 
3 - تغيرات الدالة ۴ : 2 ar‏ 


f‏ قابلة للاشتقاق على مجموعة تعريفها و خاصة على ]تہ + : 0[ و ڈالٹھا المشئقة”: 
f0 =- 1+2 +22 +1 (‏ 
x x‏ 


شع 24 عر لو یڑج 
x‏ 2 ا 
1 
اگ -4= 
= 
اک وت یں و Z‏ = 
s‏ = من اشارة 1 - ”× 4 لان المقام موجب . 
x‏ 
x |-> -1/2 1/2 +o‏ 
0 = 0 3 42-1 


جدول تغيرات الدالة f‏ لی ]مہ + ; 0[ : 
6+ 1/2 


ss £‏ و ہت 


lim f)=lim 2+21+2 =+ 
x >0 ZO 

lim f(x) = lim وت ]مو‎ + o0 
x> +e x—>+ 
fü2)=@+2(+1)=8 
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S= 


4 — مسب اقول (0 تی 5 7 048 هى زم صط 1+2 1 lo+‏ 
tan 0 1‏ 2 
نضع ×= 0 ٥ا‏ حيت 7/2 > 0>6 إذن : 0 < 6 صقا أي : ]6ه +: 2[0 x‏ 
منه : عبارة المساحة S‏ تصبح : (×2+ 1)( 1 +5-102 

x 


x = tan 0 حیث‎ 


ا f(x)‏ 
نتيجة : بما أن الدالة ۴ تقبل قيمة حدية محلية صغرى على 
المجال ]دہ + ; 0[ و هي 8 من أجل 1/2 = × فإن المساحة S‏ 
تكون أصغر ما يمكن من أجل 1/2= »× و ۴)(=8 
أي 8 782012 L‏ |4 - 5 
و ینا :1/2 =× أي 0٥2170‏ تھا 
ےج 


التسرين ‏ 6 دی 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس مباشر (ل :1 ؛: 0) 
ABC‏ مثلث متساوي الساقین رأسه (0 : 1 -)۸ حيث ترتیب و فاصلة النقطة 
B‏ موجبین معا و النقط ۸ , 8 , © تنتمي إلى الدائرة التي مركزها © 
و نصف قطرها 1 . 
نسمي H‏ المسقط العمودي للنقطة 8 على محور الفواصل . 
ليكن .0 قيسا رئيسيا موجبا بالراديان للزاوية (L; OB)‏ 
1 عين احداثيات النقطة 8 . 
2 عبر عن المسافتين 8131 و AH‏ بدلالة © 
3 استنتج عبارة مساحة المثلث ABC‏ بدلالة :© 
نعتبر الدالة f‏ المعرفة على [2 : 0] ب f(x) = si -cosx)‏ 
4 - برهن أن من أجل كل × من [× ;0] : 2-1 ومع + × f'G)=2 cos?‏ 
5 - استنتج أن من أجل كل :1 من f '(x) = (2 cos x - 1)(cos x + 1) : [0 ; z]‏ 
6 — أدرس إشارة f '(x)‏ ثم استنتج جدول تغيرات الدالة ۴ على z]‏ ; 0[ 
7- برهن أنه توجد قيمة للعدد » التي من أجلها تکون مساحة المثلث ABC‏ أكبر ما يمكن المطلوب تحديدها . 
الحل - 6 
1 بما أن نصف قطر الدائرة هو 1 فإن يمكن اعتبارها دائرة مثلثية . 

و عليه فاصلة النقطة 8 هو..005:0 و ترتيبها sino, s‏ لان النقطة 8 تنتمي إلى الدائرة المثلثية أي o).‏ صلی B(cos e‏ 
2 حسب الشکل لدينا AH - 1 +005 a aie AH=1+ OH‏ 

و BH‏ هو ترتيب النقطة 8 أي BH=sino‏ 

hay - 3‏ أن مساحة المثلث ABC‏ هي ضعف مساحة المثلث AHB‏ 


مساحة المثلث ۸118 هي : AH x HB‏ 1 (قائم الزاوية (H.A‏ 


أي : مساحة المثلث ABC‏ هي : HB)‏ × ظ۸ ل )×2 


S = AH x HB :: أي‎ 
منه : (» ٥ہ + 1) 0 512 = 5 و هو المطلوب‎ 
: ,و دالتھا المشتقة‎ ]0 ; z] و خاصة على‎ IR قابلة للاشتقاق على‎ f الدالة‎ 4 
f'(x) = cos x (1 + cos x) - sin x x sin x 
= cos x + cos? x - sin” x 
sin? x = 1 - ”ومع‎ x لان‎ = cos x + cos x - )1 - cos? x) 
= cos x + cos? x - 1 + cos x 
۔ × ومن + × ت۰٥٥ 2> وهو المطلوب‎ 1 


61 


(125 222 f'Gx)=2cos2x+cosx-1 : [O;z] لدينا من أجل كل × من‎ — 5 
= (cos x + cosX)# (cos? x -1( 
= cos x (1 + cos x) + (cos x + 1)(cos x - 1) 
= (cos x + 1)(cos x + cos x - 1) 
وهو المطلوب‎ = (cos x + 1()2 cos x - 1) 
(cosx + 1()2 هي إشارة (1 - × ومع‎ ]0 : z] لى المجال‎ f'(x) أن إشارة‎ hay - 6 
. و هذا محقق دائما‎ cosx +1>0 ہے‎ cosx>-1 : كمايلي‎ 
2cosx-1>0 @ 2cosx>1 
< cos x > 1⁄2 
x 0 2/3 


]3/ ; 0[ عع + x‏ 
منه إشارة (*)'7 على z]‏ : 0[ كما يلي : 0 8 1+ cosx‏ 
2cosx-1 + _‏ 
f'(x) + - 0‏ 


منه جدول تغيرات الدالة f‏ على [×;0] : 7 x |o‏ 


f'(x) + z 5 Q 
3N3 
f(x) ہے‎ 
: کے ےر‎ 4 = 


f(0) = sin 0(1 + cos 0) = 0 


ea سا‎ 2 
f(r) = sin x (1 + cos z) = 0 

7 — حسب السؤال )3( لدينا مساحة المثلث ABC‏ هي : o. (1 + cos o)‏ لە =$ 

بوضع 0 = × نحصل على (× 05 + S=sinx(1‏ مع 7> ×> 0 

S = f(x) أي:‎ 

و حسب السؤال )6( فإن الدالة ۴ تقبل قيمة حدية عظمى محلية على المجال ]5 : 10 قيمتا 333 

و ذلك من أجل 0/3 -: 1 

ان مسناخة القت ABC‏ تكو 28 ما يمك من لجل 2/3 ya‏ تقد في اع الحالة NB‏ 
التقريق ا7 


3 
* دالة معرفة 2غ-ب: كحتتحة دو 
معرفة على (2-)- 111 ب 26+2 (x)‏ وت 
نسمي (C)‏ منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس J)‏ ;1 ::0). 
1 - برهن أن يوجد عددان <قیقیان a‏ و b‏ حيث من أجل كل x‏ من [ 2-]- 118 : 
b‏ 2 = 
وڈ )1- f (x) = a(x‏ 
2 - أدرس نھایات الدالة f‏ عند حدود مجموعة تعريفها . . 
3 - أنشئ جدول تغيرات الدالة f‏ . 
نسمي () القطع المكافئ ذوالمعادلة D°‏ - ») + = ل حيث 2- × 
P‏ و M‏ نقطتان من (7) و (C)‏ على الترتيب لهما نفس الفاصلة × 
4 عين مركبتي الشعاع PM‏ 
5 استنتج أن لما × يؤول إلى oo)‏ -) أو oo)‏ +) فإن المسافة PM‏ تؤول إلى 0 ثم فسر هندسيا هذه النتيجة . 
6 — أرسم كل من (7) و (C)‏ 
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b _ یع‎ -2ax+ a)(x +2) +b لطت‎ 
2 = (ax -2 ax + a)(x ا‎ 335 ۴ 
1 آدینا : وچ کر‎ × e 181. -)-2 ( لیکن‎ 1 
ax +2ax”-2ax”-4ax+ax+2a+b 
E2 
a3 طعو ذو‎ 
x+2 
_ 2a 3ax=F2 a+:b) 
208+ 2( 
_ 2a = 6ax¥4a+2b 
26+ 2( 
IR-(-2) نتيجة : يكون سل + 1(2 - )۵ = )۴ من أجل كل ×من‎ 
x 
إذا وفقط إذا کان : 1- 2:8 12و‎ 
12 اي‎ [s 
2b=-6-4a 4a+2b::-6 
a=1⁄2 1 
20-6:20 کل‎ 
a=1⁄2 5 
b=-4 - 
1 2 4 / 
د‎ E QX € IR آخیرا :من أجل کل (ء:-)-‎ 
جنا‎ f@)=lm , النهايات : و بے گے :ردح بك‎ 2 
x — - م‎ x— 22 x+2 
1 .. 1 2 4: Qç 9 کے 4 ہے‎ 
lim f(x)=lim (-2-1)- =lim -—= +o 
KS x S> 32 2 x+2 ySo 2 y 
i 6 43و زد ون‎ T تر کت‎ Epi DE رر‎ 
رن کے اوت‎ 2 x+2 ر‎ <0 2 y 


4 2 1 5 
lim f(x)=lim 2 pers Û t = +o,‏ 
,2 : ) ایت تو E‏ 
3 - التغيرات : الدالة ۴ ناطقة إذن قابلة للاشتقاق على مجموعة تعريفها و دالتها المشتقة : 


رہ 00-3 > روب یرد- ضرم ۴00 


DG + 2)]‏ 
2ڑ یر6 + 123256-12-22 +63 _ 
4(x + 2)‏ 
ER 2 x‏ 
4(x + 2)‏ 
46+3 _ 
)2 + (4 
898-21 
(KE)‏ 
إذن : إشارة (5) ۴ هي إشارة )3 + »)× لان الققام مہ+ 0 ke E‏ × 
موجب كمايلي : Ë‏ 0 کت 2 
x+ :- 0 +‏ 
کا x(x +3)] - Fs‏ 


: Dr على‎ f '(x) منه إشارة‎ 


إذن جدول تغيرات الدالة f‏ كما يلي : 


2 --6/4 - - (۲)0 
Pe (C) - 4‏ إذن : احداثيات P‏ هي (600 :4 أي أ( كل - 1(2 - ») حل ٥6;‏ حيك 2 - × 
2 2+ 2 
M e (9)‏ إذن : احداثیات M‏ هي )1 MG G‏ حيث x=-2‏ 
منه چرت گر 
1ا PM‏ 


2_1 2 4 
> G= 1) s )۸ S= ] 


أي : 0 
4 
د 


5 لما × يؤول إلى o‏ - أو © + لدينا 


x#-2 مع‎ PM. 


طخ يؤول إلى 0 منه مركبات الشعاع PM‏ هي پا إلى 0 


x 
0 مع به يؤول إلى‎ PM= NO ¿Gi PM = [OTO و عليه‎ 
0 تؤول إلى‎ PM فإن المسافة‎ -oo إذن : لما × يؤول إلى ه + أو‎ 
0 لان المسافة بينهما تقترب من‎ M تقترب أكثر فأكثر من النقطة‎ P هه + فإن النقطة‎ s - 0 أي : كلما اقترب العدد :. من‎ 
. - © أو‎ + co لما × يقترب من‎ (Y) يقتزب من المنحنى‎ (C) و هندسيا فإن المنحنى‎ 
: كمايلي‎ (y) بالنسبة إلى‎ (C) و (7) ندرس الوضعية النسبية ل‎ (C) الانشاء : لانشاء المنحنيين‎ 6 
-4 
22 


era‏ طح حك کوک دن بم كذ 
ED s l)‏ 1 2 )1 جو f@)-‏ 
x - 60 -2 + o0‏ 


()ës (C xe] لما ]2 : ہہ‎ 
(y) تحت‎ (C) x لما ]مہ +:2 -[ء‎ 


لندرس تغيرات الذالة 7ل + g:x>‏ 


g@)=x-1 
سای کے‎ 1 +o, 
رماع‎ si 0 
+ مو‎ +o 


پھر سی 0ج 


منه الانشاء كما يلي : 
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سلسلة هياج 


التمرين ‏ 8 
À,‏ عدد حقيقي موجب تماما f,‏ دالة معرفة على [Ja‏ + : 0[ -1 ب ٠‏ جف + 2 +× = ñ G)‏ 
و (C)‏ منحناها في معلم : 5 


1 - أدرس نهايتي الدالة f,‏ على حدود المجال 1 

2 - برهن أن يوجد مستقيم مقارب مائل للمنحنى (7©) يطلب معادلته ووضعيته النسبية بالنسبة إلى المنحنى (7©) . 
3 - أدرس تغيرات الدالة f,‏ على المجال 1 . 

4 - برهن أن الدالة f,‏ تقبل قيمة حدية تبلغها عند عدد حقيقي × . 

لتكن P,‏ النقطة من (7©) التي فاصلتها XX‏ . 

5 - برهن أن مجموعة النقط P,‏ محتوآة في المستقيم ذو المعادلة y= x‏ 


9 
کے جس کیا 2 9 2 
1- جوب+ے + »× lim f,(x) =lim‏ لأن مم +ے جک ووز ع گے lm‏ 
2 محبت .0 X x Zy‏ 20 ين بل كع 
2 2 
+o‏ = ا lim f,(x) =lim n‏ لان مد 2 ورك lim AN‏ 
X— +o X X— +o X xz to X—+o x x‏ 
32 
2 تا جا lim [f (x)-x 2 A‏ 
= = ہے چا 1 ا آ77 
22 2 
+ — 4 
x‏ کر و 
0= إذن المستقيم ذو المعادلة ×= ر مقارب مائل للمنحنى (©) 
في جوار + 


الوضعية النسبية ل (CX)‏ و المستقيم المقارب المائل : 


ہما أن 0 <2 و ]ت + ;0[ € × 


2 
فإن : 0< 2 .2ئ 
أي : المنحنى (:0) يقع دائما فوق المستقيم المقارب المائل ذو المعادلة y=x‏ 
التغيرات : 
f,‏ دالة ناطقة إذن قابلة بلاشتقاق على مجموعة تعريفها خاصة على المجال ]+ : 0[ و دالتها المشتقة : 


2 
f (0= 1+ 32 + = x 
x 


ئا رھ تھ 

= + £ + —= 
x x 

Z: x 22 32 


+= x 
: إذن إشارة ()5 هي إشارة 2.2322 2 × لان المقام موجب لندرس إذن إشارة 332 - 2د27 -“× كمايلي‎ 
0 نضع ”× = .0 حيث‎ 
. 2ن ذات المجهول » المؤجت‎ — 2 X 0-13 22 إذن : ندرس إشارة كثير الحدود‎ 
تی = 1622 -412+1232-م‎ 


رے مو ہریت ری 
2 2 

١ AF 2 C روے تلم‎ 
2 2 
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سلسلة هباج 


)32 )27+ )= 1-372 2= ٹم 
: )2 ےر جلت لے KE At‏ 
إذن إشارة 22 3 - 2× 2 1*2 هي إشتارة الجداء )32 A)GO-‏ +( كمايلي : 


ج2 [sx‏ و ET‏ ی ہمت و 
۱ + | مع ۸<0 
Fuss‏ = سو ا "s‏ 
si‏ 1 2 + | الجداء 
منه جدول إشارة (×)۴ على المجال ]00+ : 0[ كما يلي : ەت+ 32 x |o‏ 
F 7 +‏ 
إذن ؛ جدول تغيرات الذالة .15 كما يلي : i)‏ 1 
00 1 1/3 0 
> 
a 3‏ ام t‏ 
من + “So‏ 


8060 iwa یں‎ 
602) 
8.0137 - 37 + سف + لش‎ SBE A+ 2 


4 - حسب جدول التغيرات فان الدالة f,‏ تقبل قيمة حدیة صغرى محلية هي ( X‏ 3]) 8 تبلغها عند .۸ 3ل = × 
5 لتكن (y)‏ مجموعة النقط P,‏ ذات الفاصلة 0 × 


47 چا‎ í 
P. 0033. :77+ أي ئ2‎ 


× #0  نذإ‎ 3 20 e 


ےت 70 و 
27 3 3 
- 


EAE E 7 
BW A x 92 


نتيجة : 16ے نا = 
x 9 ¿=‏ 9 
16 


إذن : مجموعة النقط (/ا: 80:0 حيث )×× تحقق المعادلة × کی = لا من أجل 0<× لان 0<( 3ل 
: المجموعة (Y)‏ جزء محراة في الت ذو لال y= 18x‏ 


9  نيرمتلا‎ 


. منحناها في معلم‎ (C) نسمي‎ f(x) =1 + ب‎ IR دالة معرفة على‎ f 


E> MEE 
eT 
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1 - أدرس تغيرات الدالة f‏ . 

2 - عين الدالة المشتقة الثانية للدالة f‏ ثم أدرس إشارتها . 

3 أكتب معادلة مماس المذعنى (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0 . 

لتكن ع الدالة المعرفة ب 1-(*) 4-(2) 8 

4 بين أن يوجد عدد حقيقي وحيد 0 من المجال ]2 ; 1[ يحقق 0= g (e)‏ ثم استنتج عدد نقط تقاطع المنحنى (C)‏ مع 
المستقيم ذو المعادلة y=x‏ 

5 لتكن (y)‏ مجموعة M(y : x) Fš‏ من المستوي حيث x © IR‏ و y=f(x)‏ 
أوجد طريقة هندسية لإنشاء مجموعة النقط (y)‏ باستعمال المنحنى (C)‏ 

6 — أنشئ کل من (C)‏ و (y)‏ في نفس المعلم ۔ 

الحلى 9 

1 هعرفة على IR‏ لان من أجل کان 18 فين 7000 


ly EO Tim q a= جس ےک‎ 
ہ۔جڈ م ۔- ج-ڈ×‎ 
2 (1+ J) 
=lim 1+ 
×× ج‎ -0 1 
IxI les 
ہے‎ OY Slim T سس‎ == 
م دجي‎ 1 
و‎ 
کے ےڈ نات‎ 
X — -6 siz 
lim لان 0= لل‎ = x 
X — - co X 
lm f@)=lm 1+ š 
X— +c X — + وم‎ 1 
II ]1+ کے‎ 
x 
اا‎ x لن‎ x>0 ا ان‎ I+ - 
X— +o 1 
x IE 
x 
"PN 1 
=m `1+ 
X— +6 کر‎ 
lim 1-0 لان‎ = x 
X — + co X 


5 . | المستقيم ذو المعادلة 0 = y‏ مقارب للمنحنی (C)‏ في جوار © - 
أ المستقيم ذو المعادلة y=2‏ مقارب للمنحنى (C)‏ في جوار وہ + 
الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 


TF‏ ا او کی 
2x +1‏ =0 


= x+ 1 شر‎ 


(2+1) x7 +1 
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1 = 
۴+1 ل[ +2( - 
إذن : 0 < ٤')×(‏ مز أجل كل x‏ من a IR‏ مھ انل 
منه : جدول تغیرات الدالة f‏ كمايلي : > پچ 
+ 064 
2 
f(x)‏ 
الدينا : 1 — IE‏ 0 
x7 +1‏ )1 +( 
ا می أجل 0م کن 
isa 0+1 62 12‏ ای ما ظا 
1 7 
2 + 2@= 
2711 
نة + ات تھے 
2 + )ع 3 ے 
x‏ وعد نك 
(x + 12‏ 
x‏ 3- = 
x x +1‏ 2+1@ 
منه : إشارة ۶"60 هي إشارة ×3 = لان 0 <1 + گل 1(2 + ») كمايلي : 
x |- 6 0 +‏ 
سے 0 z‏ 
نتيجة : إشارة (*)" ]على 11 : +o,‏ نعط کین 
اق جا 


3 معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة 0 تخب من الشكل : y=f'OXx-0)+f(Ó)‏ 


۱ 10-1 
بت OT‏ 
NT‏ )0( 
منه المعادلة هي : 1+ « > لق 
4 لتكن g‏ الدالة المعرفة ب ×-()؟ > (8) 8 
الدالة g‏ هي مجموع الدالتين X‏ - جا× و f(x)‏ جم المستمرتین على IR‏ 
إذن : ع مستمرة على IR‏ و خاصة على ]2 : 1[ 
0< >1۔ لے +-21-1 -()ع 


237 2 
2 
4+1 5 


نتيجة : 87 مستمرة على [1:2] 
200-206 
إذن : حسب مبرهنة القيم المتوسطة يوجد © من المجال ]2 : 1[ حيث 0 > (») 8 
هل 0 وحيد ؟ 
لندرس إتجاه تغير الدالة g‏ على المجال ]2 : 1[ 
gE) >2'60(-1‏ 
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سو ا 


رثا ہو مہ == = .2 


z (7+1) x +1 
x +1 20 : أن‎ hay 
x +1 <1 
(2+ Dx +1 <1 : إذن‎ 
1 : 
—T ۱| : أي‎ 
@2 +) Vx +1 
— = s mase من : ا‎ 
۶+1ل(1+فغسم‎ 
8 (x) >0 : أي‎ 


منه : ع متناقصة تماما على 1۸ و خاصة على ]1;2[ 
اذ : العدذ © وحيد . 


سلسلة هباج 


اخلاضة بو © وحید من المجال ]2 : 1[ حيث 0= (») ع و عليه فإن المعادلة f(x) -x=0‏ أي ×=(×)۴ تقبل حلا 


وحيدا » حيث 2 > »>1 


إذن : منحنى الدالة ۴ يقطع المستقيم ذو المعادلة y = x‏ في نقطة وحيدة إخداياتها(» : (a‏ حيث 2 > ٠»‏ >"1 


5 لتكن M(y;x)‏ تنتمي إلى (y)‏ 
إذن M'(x;y)‏ تنتمي إلى ©) لان y=f@(x)‏ 


نلاحظ أن النقطة M‏ هي نظيرة النقطة M'‏ بالنسبة إلى المستقيم ذو المعادلة ×= 7 


إذن : لإنشاء المجموعة (y)‏ يكفي إنشاء نظير المنحنى (C)‏ بالنسبة إلى المستقيم ذو المعادلة hay) y=x‏ الشكل) 


الإنشاء : 


التمرين ‏ 10 
f‏ دالة معرفة — 1+ x+‏ - و1 
1 عين D‏ مجموعة تعريف الدالة f‏ . 
2 تحقق أن : 1+*5ل[. )"2.1 )1 
3-إستنتج أن : 0- ون7 - (ج)4×۲۷+ f(x)‏ (42+1 
الحل ‏ 10 
ہے )0( 0 ھ02020 
O)‏ 9 اكاك 
المتراجحة (1) دائما محققة 
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المتراجحة )2( تكافئن ×-< 1+ :| إذن : نمیز حالتين : 
الحالة الأولى : 0 < × 
إذن : 0> ×- مته المتر اجحة (2) داضا محققة لن ۳2+770 
الحالة الثانية : 0> × 
إذن : 0 << - منه المتراجحة (2) تكافئن |x +12-x‏ حيث 0<×۔ 
¿aS‏ 7× < 1 + 7× 
تكافئن 0< 1 و هذا محقق دائما 
خلاصة : المتراجحتين )1( ر (2) محققتين من أجل x€ IR‏ 
إذن : 10-11 
2-2 قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 
22 
E r Ê‏ 
2x +1‏ = زواع 


2x + x +1 


1+ 


٣< — تھا‎ 


أي : 


أي : 1,۶0 +3٭]2 >(1)5 .و هو المطلوب 
f(x)‏ 
22+1 
E‏ 
1 سک کے) ۴(2 22+1 
کرت 69 ) کہ ۳ = f")‏ 
N +1‏ @ 
f(x)‏ 
کی شتھ ےھ 
)1 + %(4 
my) = 10-4 x f(x‏ 
أي : f"(x)‏ 
أي : )%(' f "(x) = f(x) — 4 x f‏ )1 + 4(2 
أي : 0 = x f'(x) - fe)‏ 4 + )"۴ (1 + )4 و هو المطلوب . 
التمرين ‏ 11 
f‏ دالة معرفة ب یوعد = (م2 حیث o,‏ و 8 عددین حقيقيين . 
نسمي (C)‏ منحنى الدالة ؟ في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (3 ;1 ;0) 


3 — حسب السؤال )2( لدینا : = f)‏ 


۶۷00< 


سلسلة هباج 


1 - عين قيم » و B‏ حتى يكون المستقيم ذو المعادلة 3+ ×4= ر مماسا ل (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0 . 
و لیکن (A)‏ هذا المماس . 
2 أدرس الوضعية النسبية — (C)‏ و (A)‏ 
الحل ‏ 11 
1 معادلة المماس (A)‏ عد النقطة ذات الفاصلة 0 تكتب من الشكل : 
y => f'(0)(x— 0) + f(0)‏ أي y= ۲)0( x + f(0)‏ 


بالمطابقة مع المعادلة y=4x+3‏ نحصل على : (1) کت یں 0 
OI 0‏ 
وروي ہے و- 3400404018 في ددم به 3583 دوم 
: 3 +ع» + (3X‏ 2-(ا+ٹںرہ+×6 ٠‏ 
وس اکھد تچ له x+‏ دوو 
ye‏ ,۔ ۵+۱-۵ہ+ گا درم 
)0+1( 


إذن : ۴)0(=4 یکافئ 4=» 
Loa‏ 4= و 8-3 ہی: 3+×54 3 002 
ا و K“‏ 
2 - الوضعية النسبية ل (C)‏ و (A)‏ : 2 مات 
(23 +ع 4 - SEA‏ -رومموم-وم 
x‏ 


#4 
3-فروے 4 - کر وو جع 4 +3 - 
E E1‏ 
4ع ت من اة 4 ”لان القام موجب 
ere‏ عن سنہ ل نے ld‏ کرد 
مو + 0 6- x‏ 


خلاصة : لما ]0:-[ > × المنحنى (C)‏ فوق المماس (A)‏ 


لما 0= × المنحنى (C)‏ يقطع المماس (A)‏ (یمسه) . 
لما ]6 + : 0[ e‏ × المنحنى (C)‏ تحت المماس (A)‏ 
لتمرين ‏ 12 
ا ا مو مو ہرہچ و 
و IT ¿ea‏ کے کت سا 
x>1‏ : 3+×ل-ے 


1 أدرس قابلية إشتقاق الدالة f‏ عند 1 . 
2 فسر هندسيا نتائج السؤال (1) . 
الكل - 12 1 
من أجل 1 >× فإن ×3 f(x) = x‏ 


إذن : 


lim 0 0 = 
ST e= x51 x-1 

fq XES AK 2 نے‎ 
E 4x-2 x-1 
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1 عجنچر ور و و 
x-1‏ 4-2 1 
1 ¢ (10+2-×) ا 
x-1‏ 4-2 0ھ 8 
=lim sss‏ 
و kS‏ 
1+2 _ 
4-2 
L:‏ = 
Q‏ یش 2 
من جهة آخری : £ 
23-1[ ع ہرز ے =f‏ 0ا 
چ 1ع 2 
103+ 3+علہ-1+× وت 
E x-1 x+1+ Jx+3‏ 
NEEDY‏ اڈ 


x> «= D(x+1+ x +3 ( 


7-3 20 ت7 


2- ربخ 


$> X- Dx +14 <+ 3.) 


»- 1)) +2) 


x> 1 D(x +1+x+3 ) 


x 2 


Det Jx+3 )‏ ریپ 


=lim 


=lim 


=lim 


سے ھ ھچ تھے =i‏ 
l+. +3‏ ا 
H2‏ 2 
1-13 ل دو یچ 
کت 
4 
خلاصة : النسبة I-A)‏ لا تقبل نهاية لما × يؤول إلى 1 
x=‏ 
إذن : الدالة f‏ لا تقبل الإشتقاق عند 1 . 
2 - التفسير الهندسي : 
لدینا : 3 - 0 سنا rom‏ 


72-1 T SO 1 ذات ت‎ 


TSG EDD 


۵۶ 007 
ينا أ 1 


ا د 
الفاصلة 1 و معاذلته s:‏ 
(x-1)+f(1)‏ کے 


lim‏ - ٹن : _ منحنى 


منحنى الدالة f‏ يقبل نصف مماس على يسار النقطة 


سلسلة هباج 


الدالة f‏ يقبل نصف مماس على يمين النقطة ذات 


سلسلة هياج 


< کا اد 
لرن ت13 E:‏ 
f,‏ دالة عددية معرفة ب گے + ] + ×=(x)م؟‏ حیث m‏ وسيط حقيقي . 


(+m) 
)0; 1; 3( منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس‎ (C,) نسمي‎ 
؟.‎ Q لتكن © نقطة من المستوي إحداثياها (3: 1) . ماهو عدد المنحنیات (م©) التي تمر بالنقطة‎ 1 
. الموافقا:‎ m يطلب تعيين قيم‎ 
. موازي لحامل محور الفواصل‎ )2 - m) عند النقطة ذات الفاصلة‎ (Cn) أثبت أن مماس المنحنى‎ - 2 
. © أكتب معادلات مماسات المنحنى (0©) عند النقطة‎ 3 
13 — الحل‎ 
: أولا لنحدد مجموعة تعريف الدالة م كمايلي‎ 
x#-m أي‎ x+m=0 معرفة من أجل‎ fa 


Dra ع‎ [- 6:١ ]م + : تم -[لا]مم‎ : aia 
: إذا و فقط إذا كان‎ Q(1:3) يشمل النقطة‎ (Cr) يكون المنحنى‎ 1 
سے : ا‎ 
4 اي‎ 
BIE =3 5)1(-3 
ا‎ (1) 
m#-1 أي‎ 
کو‎ e (o) 
(1 +m) 
: لنحل المعادلة (») ذات المجهول " كمايلي‎ 
(e) 7ھ +20 ج‎ +4 _ 
(+m) 


m= 201 +m) +4‏ +301 ہے 
(1+m)=4‏ جه ۔ 


HERD 
=Í أو‎ 
EEA 


(مقبول یختلف عن 1 -) 1= m‏ 
أو =Í‏ 
( مقبول يختلف عن 1 -) 2 m=-3‏ 
نتيجة : يوجد منحنيين يشملان النقطة (3 : Q)1‏ و Ci Va‏ و 0.3 أي من أجل 1دص و m=-3‏ 
2 الدالة f,‏ ناطقة إذن ثابلة للاشتقاق على مجموعة 25 Lé‏ و دالتها المشتقة + 
x 4(x + m)‏ 2- 


fm) = 1 + GTB 


2 nnm مق‎ 


کے او کا تا 


إذن : معامل توجيه مماس المنحنى (Cu)‏ عند النقظة ذات الفاصلة (00- 2) معدوم أي هذا المماس يوازي حامل محور 
الفواصل و معادلته y=f(2—m)‏ 
3 يوجد منحنيان فقط يشملان النقطة Q(1;3)‏ كمايلي : 
المنحنى الأول : (/©) إذن 1دص 


تن 2 ' 
030 
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سلسلة هياج 


3 
DELE) ٦‏ 
منه : معادلة المماس للمنحنى (Ci)‏ عند النقطة © هي : 3 > نز ¿N‏ 0 > (80)1 و 3>-(5)1 
المنحنى الثاني : “C.)‏ إذن m=-3‏ 


منه 2 f3(%)=1- (C‏ 
أي: 1+1-2- 2ج) کر رر 


منه : معادلة المماس للمنحنى (Cs)‏ عند النقطة Q‏ هي : y=2(x-1)+3‏ 
أي من الشكل 1 ++ 3-2 


| 


1 — عين قيم x‏ حتى تكون العلاقتان )1( و )2( تعرفان دالة عددية f‏ . 
2 أحسب f(x)‏ تنا 
x2y0‏ 
3 — أثبت أن المنحنى (C)‏ لممثل للدالة f‏ في معلم متعامد و متجانس يقبل نصف مماس نند النقطة ذات الفاصلة 2 
يطلب معادلته . 
4 أحسب الدالة المشتقة لا الة f‏ . 
5 — أدرس تغیرات الدالة f‏ . 
6 - عين نقط تقاطع المنحنى (C)‏ مع المستقيم ذو المعادلة y=x‏ 
(C) ¿l — 7‏ 
">= — 14 


0<-4 
1 تكون العلاقتان )1( و )2( تعرفان دالة إذا و فقط إذا کان ==[ 


×<0 
x e[-2 ;2] 
[sz : أي‎ 


x>0 
. أي : [2: 0[ء × و مو المطلوب‎ 


اس 
4-2 +2 
x‏ 
2+4 


x 


lim f(x) = lim 
x> 0 x> 0 


=lim 

x> 0 
=m Í£ 
x> ٭و‎ 
=+o 


3 لاله معرفة غل رار وو رے 4۔4 4 *N4—‏ 2 دزوو 


2 4 
ر_ ٭×۔-4ل2+1‎ 
lim 0 0 = ون‎ x ran, 
x 2 اج‎ x S لا کے‎ 
= Hm 2+ 4-2 x , 1 
xS2 - ×-2 
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"M 


سلسلة هباج 


إذن : المنحنى (C)‏ يقبل نصف مماس شاقولي على يسار النقظة ذات الفاصلة 2 و معادلته 2> × 
í 4‏ قابلة للاشتقاق على ]2 : 0[ و دالتها المشتقة : 


- — دنآ[ 
2 
“(í FF a)‏ 
2 
إذن : من اجل کل x‏ ]10:2 فان 207 100 لان 0< )×-۸4]+2+ جه 
5 التغيرات : x‏ 
إشارة (×)'۴ : 2 0| x‏ 
< )10 
جدول التغیرات : 
x 0 2‏ 
= 3 700 
+ 


fOe) — =. 
1 


6 - تقاطع المنحنى (C)‏ مع المستقيم ذو المعادلة ×= 3 


"سک بک رلسیر ہے fC) > x‏ 
اول +2 دثر جه 
وو دی بد و وط Ola a oi‏ £ 
3 0 _ 0+ 2-2 
ذل : 4 لدينا : 
إذن : على المجال [2 : 0[ لديا 3 2 0 ° 
2 
نميز حالتين كمايلي * 28 = 2- x‏ 


الحالة (1) 2 [>ذ>0 بنن: 22-2>0 
منه : المعادلة 2225014-72 لا تقبل حلول في ۸ . 
الحالة (2) 2 > ×>2] إذن : 2<0- × 
¿as ×22 2 20‏ 2 4= 27 2م 
آي : 4-2 - 4+ -4x‏ کر 
اع X Ix O‏ 
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سلسلة هباج 


أي : 0= (3- )× 
أي : 0 EEE EE‏ 
منه : المعادلة تقبل حلا وحيدا هو ١13‏ لأن الحلول الأخرى لا تنتمي إلى المجال [N2;2]‏ 


خلاصة : المنحنى (C)‏ يقطع المستقيم ذو المعادلة ×= ر في نقطة وحيدة إحداثياها ( 3;7 . 
3 3- 4 +2 ہے 

تحقيق : 3ے خے۔ے للكت سح( 9]) ۶ 

تحقيق : 3ل چ وك 

الإنشاء : 

SIE E 


لتكن f‏ دالة عددیة معرفة ب 
1 - عين D‏ مجموعة تعربف الدالة f‏ 
2ے اخسب 0D)‏ "ذا ثم فسر النتيجة هندسيا . 
x-1‏ 1× 
— أثبت أن يوجد دالة عددية g‏ مستمرة على المجال ]1;1[ حیث من أجل كل x‏ من المجال ]1 [-1;0[U]0;‏ 
فان (×)ع = fix)‏ 
4 - هل الدالة ع قابلة للاشتقاق عند 0 ؟ 
5 أرسم منحنى الدالة ع على المجال [1;1-] 
الحل ‏ 15 
EAS Oe () 1‏ 


x 


xe D 2‏ 
المتراجحة (1) تكافئن 0<(×-1)(×+1) 
¿AS‏ 0< ×-1 ین 0< ”×+1 
تاف 1ک >>1 
نتيجة : f‏ معرفة على المج [0[0:1ا]۰1:0] (لأن 0=@ 


= 
٭×۔الا۔۱ 
OD = im x‏ ون 
kS == xS1 x-1‏ 
E‏ 
تاج 5-5 اھ ہہ 
x= 1 > 21‏ 
٭×-1+×۔-1 7 = 
ے1ل یا 6-1 1 دع 
إل > سا ےۓ 
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سلسلة هياج 
x7 -1 +×‏ +ع 1-2 im‏ 
( × -4 +×-1()1-××ر کڈ 
ر2 - رم کر 5 
xSix@-1(1-x+V 1-x)‏ > = 
KEK ZS X — x‏ 
E Jim x(x - 1)GC + x + 2)‏ وچ X‏ تھے 
(گر- 1 ۷+×- 508-1(0× 1 x +X 2 x x5‏ 
x 2‏ تر 
4.0 ...2" ےج رھت 
x51 1-x+[1-x‏ تو 
=lim 1+1+2‏ 0 
y20 y‏ 
م + سے 
التفسير الهنذسي : منحنى الدالة f‏ يقبل نصف مماس شاقولي على يسار النقطة ذات الفاصلة 1 = × و معادلته 0 
٢1‏ 
3 لنحسب lim f(x)‏ كمايلي : 
x— 0‏ 
Le [r=‏ 


x—0 x— 0 x 
Fe i= گول تج‎ 
ROE =¥ I+ 1-x 


SIRE‏ کا ہے 


2 و 


=lim 


Ta 1x 0‏ 0 ج× 


إذن يمكن تعريف الدالة g‏ كمايلي : [0:1[[ا]0 :1 -] ع <: 100 f‏ _ 
7 0 801 
إذن : 0= (0)ع = یع lim‏ = ومع lim‏ 
0× 0 ک× 
منه : ع مستمرة عند 0 
إذن : g‏ مستمرة على [1: 1 -] و من أجل كل × من [1 : 0[ل0]1 :1 -] 
فإن (×)4 = (×)ع إذن : ع هي الدالة المطلوبة . 
4 قابلية اشتقاق الدالة g‏ عند 0 : 


1 1 


x‏ ہہزرے (800 - ومع 


lim 
Kg 0 جع‎ 0 x 
; ke 1 = xš 
=lim د‎ 
0وج×‎ x 
a NITE 1+ ٭×-1 لہ‎ 
x>0 x paj 
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z 1- 
و‎ — 
x— 0 2)۱ 
=lim کچھ جع‎ 
x—>0 ]+ 1ل‎ x 
= 0 


إذن : الدالة ع قابلة للاشتقاق s‏ 0 و عددها المشتق 8'(0)=0 
5 تغيرات الدالة g‏ على المجال [1:1۔] 
ع قابلة للاشتقاق على «مجال ]1 : 1 -[ و دالتها المشتقة : 
Í FES‏ دعا 
O[U]0 : 1]‏ : 1-] ء f(x): x‏ 
f(x) :‏ كمايلي على المجال. ]1 : 1:0][0-[ 


E NK E) 


1 
00 201 -× 


لتحسب إذر 


إذن : إشارة f'(x)‏ من إشارة كر ا ا كمايلي : 
1< 1 عثرى x +1 1-xî>0‏ 
“ير - 1< | + ثير 2 +ثيرت مع x € ]-1;0]U]0;1]‏ 
x° +3x' <0‏ > 
0 >)3+ »)× ہے 
و هذا محقق دائما . 
إذن :من أجل كل x‏ من ]0:1[لا]0 :1 -[ فإن 0<(" أي 0<( 8 


نه : إشارة 'ع: 
منه : جدول إشار .2.9 0 نا 
+ 205 و 00 
إذن : جدول تغيرات 9 ع كمايلى : 
ا 0 1- کت 
ET‏ کت 
1 ' 
و کے مع 
š] 0‏ 
2 وا لے 
ge1)= 1 1‏ 
f‏ اجک لے 
B> 1 1‏ 
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1 وس 
باج 


الإتشاء : 


التمرين — 16 
f,‏ دالة عددية للمتغير الحقياني x‏ معرفة ب 


x + س‎ - 2(× -0 

3و و يه 
نسمي (Ca)‏ منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (3: 1 : ©) 
1 — عين قيم الوسيط الحقيقى m‏ حتى تكون الدالة fa‏ متزايدة على كل مجال جزئي من مجموعة تعريفها . 
2 عين قيم الوسيط الحقيقي m‏ حتى تقبل الدالة fa‏ قيمتين حديتين محليتين أحدهما عظمى و الأخرى صغرى . 
3 - أثبت أن كل المنحنيات (,©) تمر من نقطة ثابتة ۸ يطلب تعيين إحداثياها 
4 عين قيم m‏ حتى يكون مماس المنحنى (C,)‏ عند النقطة À‏ يوازي المستقيم ذو المعادلة 00 
الحل ‏ 16 
f, 1‏ دالة ناطقة إذن قابلة للاشتقاق على مجموعة تعريقها ‏ و ادالتها المشتقة : 

)2×+ m-2)? =2 x - 3(- )2 دع‎ 202 +(m-2)x— 10) 

IRO 


fa(x)=‏ حیث m‏ وسيط حقيقي غير معدوم 


fa (x) = 


= 2 x -4 x? - 6 x + ف2 جلو‎ - 20 _ 2)x - 30 -2( - [2 ثم‎ + 2(m - 2)? - 20 2-ع‎ x? - 2(m - 2)x+20] 
0222-3 
_ (-4+m-2-2m+4+2)+x(-6-2m+4+20+2m-4)-3m+6-20 
aE کا‎ 
سے‎ +14 × -)3 m+ 14) 
(2 مرو پر مع‎ 
X و ھو كثير حدود للمتغير‎ - ٣× +14 × - )3 m + 14( إذن : إشارة (×)' ]ا هي إشارة‎ 
إذا و'فقط إذا‎ b. متزايدة على كل مجال جزئي من ممتجموعة‎ fa منه : تكون‎ 
m<0 4 -m>0 کان‎ 
را‎ - 0 
A =(14) - 4) m)(-3 m — 14) : 4 لنحسب‎ 
= 196 - 4)3 m° + 14 m) 
2196 - 12 2562م‎ 
: كمايلي‎ m إذن إشارته تتعلق بالعدد الحقيقي‎ m لاحظ أن ۸ هو كثير .دود للمتغيز الحقيقي‎ 
- 3 هي إشارة 49 + بم 14 - 2رہ‎ - 12 0" -- 56 ٦ + 196 إشارة‎ 
A = (14)? — 4) 3)( 49) 
= 196 + 588 = 784 = (28)” 


-6 -6 3 
SSR ۲ 

m2 1 — y. 

[° 7 3ا1‎ +o 


منه جدول إشارة 4 کمایلي : ڪچ 


سلسلة هباج 


خلاصة : یکون m<0 ١‏ ] إذا و ققط إذا كان [7 - :0 -[ me‏ و هو المطلوب 

ا | 

2 - یکون للدالة f‏ قيمتين <ديتين محليتين أحدهما عظمی و الأخرى صغرى إذا وفقط إذا إنعدمت fa (X)‏ مرتين على الأقل 
مغيرة إشارتها بالتتاوب كمايلي +0-0+ أو - 0 + 0 - و في هذه الحالة يكون هذا محقق إذا کان كثير الحدود 
(14 +5 3) - ×14 +× جم - للمتغير الحقيقي × يقبل جذرين مختلفين 


m #0 -m=0 ¿l 
Lp sesi رف رھ‎ s: کنا‎ 
m إذا و فقط إذا كان ]7/3: 0[0ا]7:0 -[ء‎ ۸< 0 Jš (l) و حسب آلسوال‎ 
m e]- 7 : 0[U]0 ; 7/3] المطلوبة هي‎ m منه : قیم‎ 
. نقطة هن المستوي‎ ۸)٥: B) لتكن‎ 3 
فان : 8= ()؟‎ m تكون ۸ مشتركة لكل المنحنيات (م)) إذا وفقط إذا كان من أجل كل عدد حقيقي‎ 
02-2-30 E م = لك‎ 5 o2 + وم‎ - 2-10 B(o2 -2 x-3) 
کے 3= 2وس تن‎ am? a2 =2 0-10-8)62-2»-3(-0 
: اذا وفقط إذا کان‎ IR من‎ m إذن : يكون ˆ 8= (50)0 من أجل كل‎ 


0> أ آء N)‏ أي 0=« 
2e -3)=0‏ = 30 00-20-1107 7 0> 6 10+3 ۔ 3ھ B‏ 
نتيجة : النقطة ۸ ذات الإحداثيات (10/3 : 0) تنتمي إلى كل المنحنیات (Cm)‏ 


4 ايكون ممائن (G, ) ¿asal‏ .عند النقطة كي موازى للمستقيع دو المغادلة ع 20 = ys‏ 
إذا وفقط إذا كان ميله يساوي 20/9 - أي 20/9 - > (0)' fa‏ 9 


إذن : مف ے للست ے 20 دو 
0- 14 + "0 3 جه 
6 >2 3 + 
m=2‏ ے 
نتيجة : توجد قيمة وحيدة ا m‏ حتی يكون مماس المنحنى (C.a)‏ عند ۸ يوازي المستقيم ذو المعادلة 
ات وهي m=2‏ 
التمرين ‏ 17 


1 - أدرس تغيرات الدالة f‏ المعرفة على IR‏ ب 1+2 +ع - (1 ثم 

أرسم منحناها (C)‏ في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (:011) 

2 أكتب العبارة × + 111-* بدلالة ()1 ثم إستنتج عبارة الدالة g‏ المعرفة على ]+ : 0[- و التي تحقق أن من 
أجل كل × من IR‏ فان ×= (1)2 80 1 1 

3 — أدرس تغيرات الدالة h‏ المعرفة على IR*‏ ب وحن h@)=->‏ 


4 تحقق أن إذا كانت ;y)‏ »)1 نقطة من المنحنى الممثل للدالة h‏ حيث 0 < × فإن النقطة (× ؛ 097 M‏ تنتمي إلى 
المنحنى (C)‏ ثم إستنتج طريقة هندسية لإنشاء منحنى الدالة h‏ على المجال ]ہہ + : 0[ 
"= — 17 
1 - تغيرات الدالة ۴ : f‏ معرفة على IR‏ 

lm fa)=lim (x+1+x*) 


x—-mo —‏ مونج× 
+ 5 5 
- للا )2 ل +«( =lim‏ 
x- [1 + 2‏ 2 + چم 
د 1 — x‏ = 
=lim‏ 


× ج‎ - x - (1+ x 


3 
=lim = 
EEE TEK 
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lm x-|I+x?2=-oe لفن‎ =0 
x—- 
lim f(x)=lim x+ م + تر 1ل‎ 


x> +e X— +o 
: و دالتھا المشتقة‎ IR قابلة للاشتقاق على‎ f 
22 š x +1 + 
21+ ال‎ 
+ إذن : إشارة (×)' هي إشارة 7× + 1 <+ × لان المقام موجب‎ 
f()>0 6 شرج ال‎ <0 < 


ددح و NTE‏ 


+6(-1+ 


نمیز حالتین : 
الحالة الأولى : 0 << إذن -x<0‏ 
منه المتراجحة Lala [I + ×2 > - x‏ محققة 


أي :. .0 < ٤×(‏ على المجال ]6 + : 0[ 
الحالة الثانية : 0> × إذن -x2>0‏ 
منه المتراجحة ¿AS I+ 2-x‏ 2< ×+1 
¿aS‏ 120 و هذا دائما محقق 
منه : 0 < (×)'۴ على المجال. [0 : © -[ 
خلاصة : من أجل كل x‏ من IR‏ فإن 0 < 00" 


: جدول التغيرات‎ 
lim [f(x)—2 x] = lim x+1+x7-2x : لاحظ أن‎ 
X— +c X— + م‎ 
=lim ×٭۔ گر+ 1ل‎ 


6+ جع 


ع ےت لد چرم =lim‏ 
+x‏ ول x—+@‏ 


1 


= lim = 
و + اج عر‎ V1+x +x 
= lim ANE E 
ہی+ج×‎ J] +x” +x 
20 


إذن : المستقيم ذو المعادلة ×2 > لا مقارب مائل للمنحنى (C)‏ في جوار 56+ 
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الإنشاء : 


2لدينا من أجل كل x‏ من :IR‏ 1- =( ×+ 1[ - )2+ 1[+ ) 


أي : ys‏ ات وهي الغلاقة ' (1) 
x‏ 


من جهة أخرى لدینا:من أجل كك x‏ امن 1۸ : x‏ 2- نر 1( ۔ی+ زخثر+ آلبیں 
آي 2ت رغ رات یئ + وم 
أي : 28-100 > ×+ 1× و هي العلاقة (2) 
لتكن g‏ دالة معرفة على IR‏ حیث ×= (×)0۴ع 
fx)=y <‏ إذن : g(y)=x‏ ج O) gof)»(=×‏ 
لدينا العلاقتين (1) و (2) كمايلي : 


f(x) الدع‎ +x =2 (x) 


EKE = 
=l -2×-۴)( : إذن‎ f(x) 
2-1 


2 
(y>0 أي‎ fx)>0 لان‎ x= 2 
= = 
2y 


(y 0705 DLE 


(×+ الس جع g(())=‏ 
لتر مر / 
(2+]1ل+ ع2 
شير (+ثتر رلمرجییت کے 
(+1]+ع2 
( +الاعمدد 
2+ 1ل +2 


=x < g(y) =‏ لمع 


و بصفة خاصة : 


تحقيق : لیکن × عدد حقیقی 
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× = إذن فعے ×= )1 ٥ع‏ 
3 تغیرات الدالة ط : 


lim h(x)=lim 


X — - % X—v تن ۔‎ 

lim h()=lim د‎ 

502 × 0ک × 

lim h(O)=lim Û 

بد ہے وش ہو 

Him ROO کرک ۔ بھ ظا‎ + o 
X — مع‎ xg + بن‎ x 


الدالة h‏ قابلة للاشتقاق على IR* ٠‏ و دالتها المشتقة * 
h'o)= L [i +]‏ 
sai 53‏ أجل کل x‏ دنق TIR*‏ 0 کر سا = 
منه جدول التغيرات e kaS‏ ہی + 

> 


0 
2 
=n 
1 


H 
H 
L 


4 - لتكن M(x:;y)‏ نقطة من منحنى الدالة h‏ حيث x>0‏ 


لدينا : )=y‏ هم لے جے h(x)=y‏ 


هي معادلة من الدرجة الثانية ذات المجهول x‏ حيث 0<× 
إذن نبحث عن حلولها كدايلي : 
y)‏ + 4)1 - 4+ 42 - ۸ إذن : المعادلة تقبل حلين كمايلي : 


ESN REI 2‏ ےکی 

25 وک شع وت ای حم ری 
2 

2y+2|1+y = 


2 

نتيجة : المعادلة تقبل حلا واحدا موجبا هو x=y+Vl+y‏ 

منه : إذا كانت النقطة M(x;y)‏ تنتمي إلى منحنى الدالة h‏ حيث x>0‏ 

فان (×: :2 أي ( 1۳7+ :)۷ تتتمي إلى المنحنى (O)‏ لان : ()۴ = ر +1 + ر 

منه منحنى الدالة h‏ على المجال ]+ ;0[ هو نظير المنخنى (C)‏ بالنسبة إلى المنصف الأول 
التمرين ‏ 18 
f‏ دالة عددية معرفة على PU‏ ب |1- 4| +×=()؟ ىل 
نسمي (C)‏ منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:1:3) 
1 - أدرس تغيرات الدالة f‏ . 
2 احسب [× + lim [f(k)‏ و [fíx) -3x]‏ 1113 . فسر النتائج هندسيا 

x— + تو‎ K -> - مہ‎ 


3 - أنشئ بعناية المنحنى (C)‏ 


1 


سالب إذن مرفوض y-NI+y-‏ 


موجب إذن مقبول ”ر + +٣1‏ ر کے 
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18  لحلا‎ 
x - مہ‎ -1/2 1/2 +e, IR معرفة عى‎ f : التغیرات‎ 1 
pam ای‎ E : وناد‎ >-1 s La لاحظ‎ 
37 Ea E. E م‎ 
= 4x 1 : x e]- @ ]م + ; 0]1/2ا[1/2- ب‎ 2 
x+NVI1-4x : :1/2-[عع‎ 1/2] 


lim fx)=lim x+4x2=1 


x 3-0 × 


Im xa 5 
x م ۔ جے‎ x 


×>0 ما‎ x= x ان‎ =lim x-—x E 
x—- x 


X — - م‎ X' X — - مہ‎ 
=+ 
lm f@e)=lim x+ 4x2 -1 مو+ے‎ 
X— +c X— +e 


: و دالتها المشتقة‎ IR - )-1/2 ; 1/2( قابلة للاشتقاق على‎ f 
SESE era زو‎ 
۶60< 3 


: x ع‎ ]- 1/2: 1/2] 


-1/2[U]1/2 ; + of‏ ; ہ -] x e‏ : جا 
4x -1‏ 
xe 7]‏ : کے ۔٠‏ 
إشارة "1 : با 
أولا على المجال ]دہ + 1/2]1[[1/2- :ہہ -[ شك ۱۶۔0 
وک یو 
0< قشب +1 ج 0< 
-4x‏ 
سد رہ 
1- 47ل 
نمیز حالتین : 
الحالة الأولى : ]6 + : 1/2[ ع x‏ أي x20‏ منه -4x<0‏ 


-4x 5 1‏ 
أي المتراجحة خت 
4x-1 2‏ 
أي :-0<(ن'۶ لما ]ه+ 1/2[ xe‏ 
الحالة الثانية : ]1/2-;»-[ ع × أي x<0‏ منه 0< 4 - 


< 1 دائما محققة 


2 
أي المتراجخة s‏ = او تكافئ ےر 
تکافئ 16:2 <] ب ×4 
كاف 0< 219-1 
¿aS‏ 0 < (1 + × 12) - و هذا مستحيل 


X e L 6-102] ۲09:۵ ake 


اا +e‏ 12 2۔ ۔إل× 
ٹا ۔ E‏ 
4x a‏ کے سے ا 
ثانيا : على المجال ]1/2: 1/2 -[ : =—- 10-1 
1-4۷ 
x‏ 4 ' 
s 0‏ ےکس ES kuu‏ 
4 1 
4x‏ 
= اچ 
1-4x‏ 
نمیز حالتین : 
الحالة الأولى : [0 : 1/2-[ xe‏ أي 0> × منه 4x<0‏ 
4x‏ 
إذن المتراجحة كشت > | دائما محققة 
882 4- 1ل 
أي : 0< ()'۴ 
الحالة الثانية : ]1/2: 0[ xe‏ أي 0 << منه 4x>0‏ 
16x 4X‏ 


أي المتراجحة كشك > ] — l>‏ 
g‏ کت 42 ال 14x‏ 
¿aS‏ ×16 < 1-42 
تكافئ 0< 1-20 
J was‏ ا s‏ علد 

اف 0 
20 20 


اي [ لك : 0[ > × لان في هذه الحالة ]1/2 :0[ ع 


20 


x |-42 1N20 12, : خلاصة‎ 
E TI 


نتيجة : إشارة المشتقة ٤)×(‏ على IR‏ كمايلي : 


جدول التغيرات : 
+o,‏ 12 0 2۔ ا 
z | 5‏ 0 + | 8 )1 
+o 5/2 +‏ 
ا . f(x)‏ 
کت 12 


2۔ =0( + 1/2۔ = f(-1/2)‏ 


E Sas 16 كلاف + ج کہ‎ S 
20 20 E 20 جم‎ 1 25 £ 10 2 
lim Fo os x+ 42-1 +x ات‎ 
x — - 6 x> مہ ۔‎ 
=lim 2x+ 4x7 -1 
مہ ۔ ج-×‎ 
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=l = 
fs) 


= 


im ایی‎ o yz SNK 


x‏ - چو 

=lim 
X—-o رج‎ 

=lim © 
x4 6 2x - 

20 


التفسير الهندسي : المستقيم ذو المعادلة x‏ - > لإ مقارب مائل للمنحنى (C)‏ في جوار %- 
x+ 42-1 -3x‏ 1>[ ٭×3۔(8] lim‏ 


x— + +ج×‎ 6 
7 کے کے وش ہہ‎ 
=lim 4x -1 =2 x 
x3 += 
5 e بے‎ 1141-1-2 
=lim (N4x -1-2x)> s= = 
ہم + ج-×‎ 4x -1 +2x 

4x 


4-1-4 
—<— 


+2x 


1۔ 


ج سے 
XEON 4x1 +2 x‏ 


التفسیر الهندسي : المستقيم ذو المعادلة × 3= ر مقارب مائل للمنحنى (0©) في جوار +o‏ 


الإنشاء : 

١ 19  نيرمتلا‎ 

ع دالة عددية معرفة على 18 ب + ك - - )ع 
1 — أدرس تغيرات الدالة ع . et‏ 


2 - برهن أن من أجل كل ٠.‏ من المجال ]0 : 1 -[ فإن المعادلة »= (×)ع تقبل حلا وحيدا في 1۸ . 
لتکن f‏ دالة معرفة عل IR‏ ب : 1+ × f= xı‏ 
و لیکن (C)‏ منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (1:1: 0) 

3 - أدرس تغيرات الدالة f‏ 

4 أثبت أن المستقيم (d)‏ المعادلة 1 + × - - ر مقارب مائل للمنحنى (C)‏ في جوار © - 

5 أدرس الوضعیة النسبية ل (d)‏ و المنحنى (C)‏ 

6 أنشئ بعناية المنحنى (C)‏ . 
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المل ‏ 19 
1 - تغیرات الدالة ع : م معرفة على IR‏ 


lim g(x) > ہك( مهنا‎ x 
x—>- مہ‎ x—>-% 2 2+1 
کے مهنا - > لان آداے ٹل‎ > 
پا با‎ 2 Iki | a => 
|x| =-x إذن‎ x<0 لن‎ =lim 2 £ 
RS کو‎ 1 
RES 


lim g(x) = lim LE E رک‎ 
X—>+@% x—+o 2 2x +1 


8 (x)= 


1 


0 
KET (+1) 


HEE I 
2(2 + Dx +1 


منه : 0< (×)' ع .من أجل كل sx‏ 1۸8 : 


x |i-o +c 5 K 
> : g إذن : جدول تغيرات الدالة‎ 


2 من جدول تغيرات الدالة g‏ لدينا النتائج التالية : 
g‏ مستمرة على ]0 +: TU E Es,‏ 1-1:01 
g‏ متزايدة تماما على ]ت +:ت-[ 
إذن : من أجل كل ن من ]0 : 1 -[ فان المعادلة »< (×)ع تقبل حلا وجیدا على IR‏ 
3 تغيرات الدالة ۴ : 


IR على‎ e É 
lim ل بر ولا هناك وم‎ (R71 معد‎ 

2 2 3 چو و وت X—y‏ 

lm ñx)=lm _-Ûx+1+ تر ل‎ +1 

xg +o مجع‎ 2 2 
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1 


: و دالتها المشتقة‎ IR قابلة للاشتقاق على‎ f 


ا 


asam 

ا ات 
ایک وت 
2 2 


2% +1 


و لکن حسب السؤال )1( فإن من أجل كل 


= g) 


: كمايلي‎ f منه جدول تغيرات الدالة‎ 
x |- + مہ‎ 
> 
109 
+ oo 
100 ہت ود‎ 
1 
lim (f(x) - )- x + 1)] = lim TE RST -Cx+D 4 
مہ ۔ ج×‎ x—- 2 2 
=lim 21 EFT 
x—- 2 2 
=lim l (K+ +1 ) 
X—- 2 
=m J تر م)‎ )( =£ 
دجي‎ 2 
ظ2‎ 0-07 
KS O 2 x= تل‎ 2 
=lim یت‎ =l ) 
x—- 2 


إذن.: المستقيم (d)‏ ذو المعادلة 1 + ×-= ل مقارب مائل للمنحنى (C)‏ في جواں ٥‏ - 
5 الوضعية النسبية ل (C)‏ و (d)‏ : 


ان : إشارة (1+<-) -(*)1 هي إشارة 1 +2 +× كمايلي : 
- 3 1 +22 ]اج 120+ 2 إجير 
الحالة (1) 0<« أي -x<0‏ 
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سلسلة هباج 


700 >0 منه‎ g(x) >0 :فان 0> 800 >1- أي‎ IR من‎ x 


سلسلة هباج 


منه : المتراجحة ×-< 1+ × دائما محققة . 
أي : 1<0 +× +× 
الحالة x<0  )2(‏ أي -x>0‏ 
منه : المتراجحة -< 2+1[ تكافئ 2ر< 1 + تير 
¿aS‏ 1<0 

منه : المتراجحة ×-< ۴1×[ دائما محققة . 
خلاصة : من أجل كل x‏ من IR‏ فإن 0 <1 + × + × أي المنحنى (C)‏ دائما فوق المستقيم (d)‏ 
6 الانشاء : 5 


f(0) = 2 


التمرین - 20 : 
fx‏ دالة عددية للمتغير الحقيقي x‏ معرفة على IR‏ ب ہی 10 حيث k‏ عدد طبيعي غير معدوم . 
x‏ 


نسمي (C.)‏ المنحنی الممثل للدالة f,‏ في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس . 
1 - أدرس حسب قیم (k> 3) k‏ تغیرات الدالة f.‏ . 
2 - أثبت أن كل المنحنیات (Ci)‏ الممثلة للدالة fk‏ في مستوي منسوب إلى معلم تمر بنقطتين ثابتتين يطلب إحداثياتها من 
أجل k<1‏ 
3 - أنشئ کل من (C)‏ و (C;‏ و (3©) 
الحل ‏ 20 
1 - تغيرات الدالة fk‏ : 
f,‏ معرفة على IR‏ 5 
ہج lim ñ@)=lim‏ 
x >-0 X—-c VX +1‏ 
k‏ 
کے lim‏ = 
1+10[ اہ-۔ج× 
k‏ 
كد — سو ا ہلا سار = spa [k]‏ 2-4 
X‏ مه - — x‏ 
إذن نميز الحالات التالية : 
اول 1 - ا اون [ تست ا Jim EG iS‏ 
Xx‏ -جخ X3-%‏ 
ثانيا : کا زوجي إذن + -1 © - fe =lim‏ سنا لان (1-) فردي 
سیا سج اون - ج X‏ 


ون k],‏ فردي إذن م = اگکڑیں -' سے 500 lim‏ لان (k—1)‏ ,زوجي 

w k>1‏ 6 - جع 6 - جع 
حك lim f(x) =lim‏ 

[+خيره+جع مہ +جہ× 
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=lim 
X—+=x x 


5 
ات lim‏ = 
جو +جڈ× 


lim f(x)=lim x/x= 1 
X— + X —yv-+ وه‎ 


lim f.(x)=lim إذن ہے +ے “لمن‎ k>1 : u 


خلاصة : W‏ مو o — X =y-+‏ + جور 
l lim f(x) lim f(x)‏ 
+ — پر X—-=‏ | 
آ2 == = 
کت k‏ زوجي 
1 <۴ 
لت k‏ فردي 
)ا قابلة للاشتقاق على 
پے x +1 FE‏ 
f(x) =‏ 
8 
لو ات کے ا(1 +ٹ) 
1 3 
1+ کول )1+( 
این : :0 <( می ات كل رمز Š Ç "=a IR‏ 
منه جدول التغيرات من À‏ 1= ) چ = 
f(x) +‏ 


k>1 : ثانيا‎ 


2 
271 


5 kx "o2 + 1) x 
(C+D x +1 
Kx +K اط _ الاير‎ 
(x? + ر1‎ x +1 
ل‎ Dx +k] 
(+ 1) x +1 


k<1 من أجل‎ )k-1( 2+ >0 


و 
Dx +1 >0‏ +( 
إذن : نمي حالتين كمايلي : 
الحالة الأولى : 1 زوجي آي (k-1)‏ فردي o 0 : +e,‏ - 


إذن : إشارة f(x)‏ هي إشارة "× لان 
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الحالة الثانية 6 فردي أي (k-1)‏ زوجي 


ص + 0 >-| x‏ 
É‏ + 0 + | اتا 
منه جدول التغيرات التالي : 
k I‏ زرجي k‏ فردي (k>1)‏ 
K. een 0 +e,‏ کا 0 2-1-6 
š‏ ) = ران 2 ) f) ss‏ 
+ 0م + + ' 
k(x) ET ٤۶آ‎ f(x) — 0‏ 
0 0 - 
2ے لیژن..1 6 
لدينا : 0> (۵)ا نات f(l)=‏ 
)ا و 8 1 ل 001(7 
إذن : المنحنی (Ck)‏ یشمل نقطتين ثابتتين إحداثياتها (0;0) و ( 0 
3 الإنشاء : 7 
أولا : (ر6) : 
60) 
انيا : k  )02(‏ زوحي 


: فرذي‎ ا٤‎ (Cs) : WW 


التمرين — 21 
f‏ دالة معرفة على المجال z]‏ ;0[ ب 
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f(x) = cos'x ا‎ cos x 
]0 : z] على المجال‎ f أدرس تغیرات الدالة‎ - 1 


سلسلة هباج 


سلسلة هباج 


2 - عين نقطة تقاطع المنحذى (C)‏ الممثل للدالة f‏ مع حامل محور الفواصل في مستوي منسوب إلى معلم متعامد 


و لتكن ۸ هذه النقطة . 
3 - أثبت أن A‏ مركز تناظر للمنحنى (C)‏ 
4 أنشئ بعناية المنحنى (C)‏ 


1 


5 أكتب العبارة cos'x‏ من الشكل < 3 05© طا + × 005 2 حيث a‏ و b‏ عددان حقيقيان يطلب تعيينهما . 


21 


1 التغيرات : f‏ معرفة على [2 : 0] 


f(O) = cos? 0 - 200-72 12 وط‎ 
2 2 


f(r) = cos° x - E COR > 


: قابلة للاشتقاق على [7: 0] و دالتھا المشتقة‎ f 
f'(x) = - 3 sin x cos? x + 2 sin x 


= sin x ]1-2 cos x] 


إذن : إشار” (×)'۴ على [0:7] هي إشارة الجداء sin x(1 —2 cos2 x)‏ 
122cos'x‏ جه 0<« 1-22 


: لدينا‎ 
2 /2 > cos? 
1 0 7 34 5 > 1 cos” x 
1 
—- cos x 55 
2 ۱ x > (Z° > cos? x 
—L +¿cosx - 2 
2 £ © ) دم - طج‎ () gj + ددم‎ > 0 
الجداء‎ ۶2 + 3 3 
: منه جدول اناشارة التالي‎ 
x 0 ×4 34 m, 
sin x Ç ۲ 0 
1-2 cos? x : 0 š 
70 انت‎ 
: كمايلي‎ f منه جدول تيرات الدالة‎ 
x 0 7/4 34 0 
1 - 0 + Ó ٠ 0 
2۔‎ 


12 
7 = 3-3 ع 3 7 
Toe, I IE 5‏ 
ا کا بت 3 ا EN EA‏ ہو ہے 
اوہ اه 0+2 


ا کہ 
2 21ل 22×0 
2 - التقاطع مع حامل محور الفواصل : 


0= × وم کے cos'x-‏ چچ“ 0== 10 
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سلسلة هباج 


5 P 
< cos x(cos” x - 22-0 


cos x = 0 
=l أو‎ 
مستحیل د‎ 


0 ریم € 


O0<x<x ج لان‎ x= L 


نتيجة : المنحنی (C)‏ يقطع حامل محور رل کی نقطة وحيدة ۸ احدائیاتھا )0 A(z/2:‏ 
3 لیکن O<xx<x‏ إنن: 0>×۔ک3×3ہ 
7 ک×۔ >0 
أي : يك - )2 > 0 


f(r - x) = )نوم‎ - x) - 2 و -لدينا : )3 - )وم‎ 
= )- cos کو‎ 20 Cos x) 
= تومن‎ x + E 
GOS KI 5 


2)0( f(x) = - f(x) : من جهة أخرى‎ 
- cos) x + — cos x 


خلاصة : من أجل كل x‏ من [2: 0] فان 1 ء QC) x)‏ و 100 —)22(0 0x)‏ 


إذن : النقطة 000 مركز تناظر للمنحنى (©) 
4 - الإنشاء : 5 


5 لیکن [0:7] € × 

cos 3 x = cos(x + 2 x) 

= cos x cos 2 x — sin x sin 2 x 

= cos x(cos2 x — sin? x) — sin x(2 sin x cos x) 

= cos? x — cos x sim? x —2 sin? x cos x 

= cos? x — 3 cos x sin? x 

= cos? x — 3 cos ×)1 — cos? x) 

= cos? x — 3 cos x + 3 cos? x 

= 4 cos?) x — 3 cos x 
4 ومح حير لوون‎ 3 x +3 منه :2 ومع‎ cos3x=4cosx-j3cosx : نتیجة‎ 


آي × 05 + × 3 ووم لل = × cos‏ 


أي : 3/4 = 4و 1/4 -> تا و هو المطلوب 

التمرين ‏ 22 
لکن ۴ مجموعة الدوال العددية المستمرة f‏ و التي تحقق الشرطين التاليين : 

f(x +y) x f(x — y) = [fG) × f) فان‎ Gy) e IR” من أجل کل‎ )1( 

t0)>0 @)‏ 
1 - تحقق أن الدالة * 2 مہ× تنتمي إلى مجموعة الدوال F‏ 
2 - عبر عن الشرط )1( في كل حالة من الحالات التالية : 

y=0 (= x=0 (‏ ع 0 
3 — إستنتج القیم الممكنة ل (1)0 
4 - أثبت أن 0= (1)0 إذا و فقط إذا كانت f‏ هي الدالة 0 جا . 
لنفرض أن يوجد عدد حقيقي غير معدوم 2 حيث 0 - (1)8 
نعرف المتتالية العددية برےم(,0ك) ب u=‏ 
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5 - أثبت أن المتتالية (u)‏ متقاربة ٠‏ 

6 - برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي n‏ فإن 0= (منا)1 
7- إستنتج أن 0= (۴)0 

الكل 22 


اكد كور ری 
a‏ 1= 29 = (1)0 
3 : 0< (۴)0 مته الشرط )2( sas‏ 
و من أجل كل × من IR‏ + من أجل کل y‏ من 18 لدينا : 
+y), o- @-yP‏ @(- 


fet y) x f(x —y) - 2 
> ڈو ر2 + کر‎ 


نتيجة : ٭[(ر) f(x) x‏ = (ر = »)۴ × fx +y)‏ أي الشرط (1) محقق ۔ 
خلاصة f:‏ تحقق الشرطين )1( و (2) معا و۶ امستمرة على R‏ إذن ۴ تنتمي إلى مجموعة الدوال ۴ . 
f(x + y) x f(x — y) = ]۸( x fy) y l 2‏ من أجل کل 1157 © (:×) 


f) × f(— y) = [f(0) x من أجل 0= × الشترط )1( یصبح : زور‎ (i 
f) x fC y) = [ROP x ]1)90([2......)3( : أي‎ 
f(x) x f(x) = [RO) x fo] : يصبح‎ (D) الشرط‎ y=0 ب) من أجل‎ 
[OOF = [ROP x OOF .... )4( : أي‎ 
1)2 x) x f(0) = [f(x) x f(x) : ایصبع‎ (l) الشرط‎ x=y من أجل‎ (z 
112 x) x 0) = EOD أي : (5) مسوم‎ 
[f()P(1 - [RO)P) = 0 : حسب العلاقة )4( لدينا‎ — 3 
fx)=0 أي : 0 =))0[-1( أو‎ 
]1)(-> 0 'معدومة اي‎ f (1)0'و‎ > 0[ í 1)0(-- 1 أي : 1> (10 أو‎ 
1)0(<0 لکن‎ 


منه : القيم الممكنة ل (۴)0 هي 0 أو 1 . 
4 حسب العلاقة )4( -يكون 0= (۴)0 اذا و فقط إذا كان 0 >-[(1)8] :من أجل كل ,2112 × 
أي 0 (×]ا من أجل كل: 112© x‏ 

منه : يكون 0= (۴)0 إذا و فقط إذا كانت f‏ هي الدالة 0× 


5 — اك ول Hm‏ 
2 من + ج02 n— +e‏ 
Jina 20-4 gim. Ê‏ 
OF‏ + جے × 
إذن : المتتالية (ua)‏ متقاربة .و 0> ونا , نا 
AFD‏ 
6 - البرهان بالتراجع أن من أجل كل n‏ من N‏ : 0=(مس)؟ : (في حالة f‏ ليست الدالة 0 ج») 


من أجل 3-0 ؛ 
f(uo) = f) = fa) =0‏ 
إذن : الخاصية محققة من أجل n=0‏ 
نفرض أن 0 > (,ن)1 من أجل ۸<0 
هل ۵-(بممت)ا ؟ 
لدينا حسب فرضية التراجع : 0 > fu,)‏ 
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Û 5‏ تا یا 


81د 


f2 i J) * 0(-0 × 110(1 آي‎ 


4 
ي 0= [()] حسب العلاقة (5) من سوں 2 سے مج (x=‏ 


®) =p أي‎ 


آي 0 = (ربون)؟ 
منه : الخاصية محققة من أجل 1+1 
في حالة f‏ هي الدالة 0 x—‏ فان 0= (و1ا)! محقق من:أجل كل" من IN‏ 


نتیجة : من أجل كل fun) -0 :nelN‏ 
7 لدينا 0>(منا)1 من أجل كل n‏ من IN‏ 
لکن 0 lim u=‏ 
n— +‏ 
إذن : 0 لہ 11853]/ لان f‏ مستمرة على IR‏ 
Ny +=‏ 
أي + 0 (0)] و هو المطلوب . 
- ن3 x +2 x‏ 1-7 ا 3 کک 
f‏ دالة معرفة على )1 IR- C‏ ب کر ار و (C)‏ منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . 
x+ 1):‏ 
g‏ دالة معرفة على IR‏ ب x= -1 g(x)= |x|‏ 
من أجل كل x‏ من 8 IR‏ نعرف الدالة + كمايلي : y= x (x) = fog(x)‏ 


1 برهن أن الدالة ۾ زوحية 

2 تحقق أن : من أجل كل x‏ من المجال ]2: + ;0] 

فان f0)‏ = (٭)4 

3 إستنتج طريقة بسيطة لر سم منحنى الدالة Ó‏ على IR‏ دون 
دراسة تغيرات الدالة $ . ثم أرسم المنحنى (y)‏ الممثل للدالة Q‏ . 


23 — الحسل‎ 
fog(x) = f(g(x)) = f(|x|) : إذن‎ xe R س لیکن‎ 1 
)و‎ > f(lx|) : منه‎ 
|x| +2 |x 


017ء0( 


ائ فة IR‏ 5 
|x — 2‏ 3+2إ×۔ا 


و لدینا : من أجل كل x‏ من IR‏ فإن 2118 (×-) و کو ا ا = (x)‏ 
|x Ë‏ 2+ ا×ا 
(1 +۴۱ا) 
p(x)‏ = 
إذن : الدالة $ زوجية . 
2 لیکن ]+ ;0] xe‏ إذن : [x] =x‏ 
تر 2+ x»‏ کے کے 
(x) ET‏ 


1 ايخ Q(x)= Fx)‏ وهو المطلوب 
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سلسلة هباج 


3 — $ دالة زوجية إذن يكفي رسم منحناها على المجال ]هه + : 0] ثم إستنتاج الجزء الأخر على المجال [0 : 6 -[ 
بالتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب . 
و لکن لما ]ہہ +::0] x e‏ لدينا 0(x) > f(x)‏ أي منحنى الدالة 0 على المجال ]هه +: 0] ينطبق على جزء 
المنحنى (C)‏ على المجال ]ت + : 0] إذن : نرسم هذا الجزء ثم نظيره بالنسبة إلى محور التراتيب كمايلي : 
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سلسلة هباج 


الدوال الأسية و اللوغارتمية 
1 - الدوال الأسية 


توجد دالة وحيدة f‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ و تحقق الشرطين التاليين : 
F(R) = f(x)‏ 


هذه الدالة تسمی الدالة الأسية النيبيرية و نرمز لها بالرمز eXp‏ 

إذن الشرطين )1( و )2( يكتبان من الشكل : (LD... exp'(x) =exp(x)]‏ 
Oe exp(0) = 1‏ 

الخواص الجبرية للدالة exp‏ 

من أجل كل عددين حقيقيين × و ل و من أجل كل عدد صحيح نسبي n‏ لدينا : 

exp(x) Z 0 (1) 

1 
exp(x) 9 
exp(x + y) = exp(x) x exp(y) (3) 


exp(- x) = 


و مور Sl‏ ج2 
4 بحم = ہے 
exp(x >y) EP) (4)‏ 
exp(nx) = [exp(x)]" (5)‏ 


العدد © 

العدد ‏ هو صورة العدد 1 بالدالة exp‏ أي exp(1) =e‏ إذن : الخاصية )5( تصبح كمايلي : من أجل x=1‏ نحصل 
على exp(n) = [exp(1)]"‏ أي exp(n) = e"‏ 

تعمم إصطلاحا هذه النتيجة من أجل كل عدد حقيقي exp(x) > ۴٥ — × ٠‏ و نقرأ : " أسية "x‏ 

ملاحظة (1) : العدد © تقريبا يساوي 2.718281828 

ملاحظة (2) : الخواص الجبرية للدالة :© متلائمة مع خواص القوى الصحيحة لعدد حقيقي . 


ew ) 06 =e xe (3) دنع‎ g 
xy کی کے کے‎ 

— 7 = ss 

قشاط — 1 


f) = & -1 ب‎ IR دالة معرفة على‎ f 
بین أن ۴ دالة فردية‎ - 1 


2- بين أن من أجل كل × من 8]: _ ©2 =× 
12 [(86] + 1 
1 - من أجل كل × من IR‏ فإن 18ء (×) 
و لدینا : اح >(×-)1 
e*x+1 P‏ 
اك 
E‏ 
ا 
€ 
E E‏ 
Tie‏ مم 


تھے 
I +e"‏ 
وع جن 
1+ کم 
(×) - - إذن : الدالة ۴ فردية . 


212 IRE ع لان‎ c IR ليكق,‎ 2 
< 2(e*—1) 
I - 1 "Gss 
1 + [fJ i 2 
e`+1 
IE E, CFI 
e +1 (e+ 1)” + (e-1) 
2(e“-1)(e +1) 

e“ +2 e +1 و خی‎ e" +1 

)1 -کتی 2 

2(e*+1) 
2x_ 1 


e 
"+I 
f2 x) ` 


و هو المطلوب . 
نشاط - 2 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب 


1ے 3 
1+ م 
بین أن من أجل کل x‏ من 1۸8 : 2 -(42 + (× )۴ ثم فسر النتيجة بيانيا . 
الحسل - 2 

من أجل كل x‏ من IR‏ فان (-x)e IR‏ لدیتاا: 


f(x) = 


f») + (= گے‎ 


I‏ ع اوت 
: سے چا 
SESA E‏ قي ETE‏ اہ سی 
چیہ سو لاق 1 کرام جه x‏ 
k‏ خی ہی قح نف ۔ سے 
و 1267 
3-e*+3e"-1‏ = 
FEE‏ 
EDE:‏ = 
Eê‏ 
Fe‏ 28 
I + e*‏ 
2 = وهو المطلوب 
التفسر الهندسي : fC x) + fix) =2 — fC x) = 2 — f(x)‏ 


= f2 × 0-x( =2 x 1 - f(x) 
. f النقطة ذات الإحداثيات (1 : 0) مركز تناظر لمنحتی الدالة‎ 


حلول المعادلة f'=kf‏ 


مبرهنة : 
'k‏ عدد bx‏ + 
توجد دالة وحيدة f‏ للمتغير الحقيقي x‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ و تحقق الشروط التالية : 


را 1-(1)0 فة بے کم = 10 
O)‏ 16ے — 1 
نتيجة : الدوال غير المعدومة f‏ و القابلة للاشتقاق على IR‏ حيث من أجل كل عددين حقيقيين Iy » X‏ 
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سلسلة هباج 


fx+ y)=f@)x fy)‏ هي الدوال من الشكل : e‏ × حیث +1 € ء1 

نتیجة أساسية : 

الدالة ‏ المعرفة على IR‏ "أمء جا« حيث ce R‏ و ke R‏ هي دالة قابلة للاشتقاق على IR‏ 
و دالتها المشتقة =c ke‏ 100 


مثال : الدوال ‏ القابلة للاشتقاق على IR‏ حيث f(x)‏ 2= (×)'۴ هي دوال من الشکل “مع > )1 ce IR ë=‏ 
e* =2 f0) : N‏ 2 - هماع 
لکن حذار! من بين هذه الدوال توجد دالة وحيدة تحقق الشرط f(x) =a‏ حیث a‏ عدد حقيقي ثابت . 
مثلا : 10-2 7 اوت ee)‏ 
أي : ce=e‏ 
منه + c=e)/e=e‏ 
إذن : الدالة المطلوبة هي ا نتم e=‏ = 1)0 
تغيرات الدالة exp‏ 
الدالة exp‏ معرفة على IR‏ 
0ےھ lim exp(x)=lim‏ 
وہ ۔ ج× 6 دجي 
lim exp(x)=lim e“=+o‏ 
x> +0 X— +c‏ 
الدالة exp‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : exp'(x)=et‏ 
إذن : الدالة exp‏ متزايدة تماما على IR‏ لان 0 < "م 
منه : جدول التغيرات : 


مو + 


نتائج : منحنی الدالة (C)‏ يقبل حامل محور الفواصل كمستقيم مقارب في جوار 6 - 
الدالة exp‏ قابلة للاشتقاق عند 0 و 1 = exp ')0(> e‏ 


e*-1 i‏ یک ese‏ ہت مد 

exp (0) = im += =m : لکن تعریفا‎ 
SO KED عد لجع‎ 

إذن : 1= لگ lm‏ 

x—0 x : 


منه : أحسن تقريب تآلفي للدالة exp‏ عند 0 هو الدالة 1+ جم 
منحنى الدالة exp‏ 


المعادلات و المتراجحات : 
ہما أن الدالة exp‏ متزايدة تماما فإن من أجل كل عددين حقيقيين 
x‏ £ وولا ما لی : e 2 (D‏ 2 2 

>Y (2)‏ سن 6 
حذار! المعادلة ہے حیث 0> ر لا تقبل حلولا 
في IR‏ لان :0 <2 


أمثلة : 
== 3-=*ع ہے 0= 6+3 : إذن : المعاذلة لا تقبل 
حلولا في 18 . 
| ]+2 5-5 2+1 
لت سے < 1-0 3 
لی ام جم 
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-2x +۷‏ کے 


2ڈ هم 
لے e 281 < e‏ جم 0 کے ا20 
-2x—-1<x‏ < 
ese 252-21‏ 
x <-3‏ < 
e*+e*—-2>0 —4‏ ہے ex>2—et‏ 


لحل هذه المتراجحة نضع y=e*t‏ بشرط e*>0 ¿N y>0‏ 
إذن : المتراجحة تكافئن 0 < 2-/3+ 2 و “هدل 


تكافئ 1(<0-(2 +0 و y=e*‏ 
تکافئ (e*+2)Xe*—1)>0‏ 
تكافئن 0 <1 "ع لأن 0 <2م+ کی 
z aS‏ 2۶ 
تکافئ "ع < “ع 
تکافئ 0 < × 

إذن : حلول المتراجحة هي المجال ]00+ : 0[ 


نشاط : 
f‏ دالة معرفة ب f(x) = s‏ و (C)‏ منحناها في معلم . 
کے 


1 - أدرس تغيؤات الدالة f‏ 

2 — أكتب معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى (C)‏ . 

3 - أنشئ المنحنى (C)‏ 

الحل : 

f 1‏ معرفة من أجل 170 -"*م أي 1+“ أي “م #“ء أي xZ0‏ 
منه : f‏ معرفة على ]6 + : 0[ل0]1: 26[ 


1+ یھ 


سلسلة هباج 


lim e*=0 لأن‎ lim f(x) =lim = =-1 
x5 ص0-‎ X ya, KES نہ‎ 0-1 
lim و10‎ = lim لشت‎ 
xSo0 KE SSO a 
— Jim e +1 
SOS 
=lim 2 
ئ0( کڈ‎ 1 z 0 3 
lim e“—-1 لاحظ أن 0-<5-1ع-‎ 
x50 
: كمايلي‎ ٠“ - 1 إذن : لندرس إشارة‎ 
جه 1<0-ثخن‎ e“ >1 
لمح نأ جه‎ 
جه‎ <0 
: منه‎ 
x - مہ‎ 0 s 
e*-1 = =í; + 
lim اك = — و ہرد‎ 
x 0 کم‎ -1 
=m کے‎ 
کو‎ 
=- 0 


lim f(x) > سنا‎ 
×0 x2y0 


Hm fOO=lim HL 
ص+جہ×‎ x— +o € -1 
8 e"(1 +e" 
x— +o 1)٭‎ — e”) 
E شر فیا‎ 
ھت‎ 1-e* 
1+0 


الدلة f‏ قابلة للاشتقاق على IR*‏ و دالتها المشتقة : 
(e-1) =e (e+ 1)‏ م 


22 المستقيم ذو المعادلة 0= × مقارب للمنحنى (C)‏ 
المستقيم ذو المعادلة 1 - > ر مقارب للمنحنى (C)‏ في جوار © - 
المستقيم ذو المعادلة 1= ر مقارب للمنحنى (C)‏ في جوار م + 
3 - الإنشاء : 
' دراسة تغيرات الدالة e"‏ جے × 
' لٹکن لا دالة معرفة على مجال 1 جزئي من IR‏ و قابلة 
للاشتقاق على 1 نعرف الدالة f‏ ب e")‏ - 2)0 
تغيرات الدالة ؟ : 

I معرفة على‎ f 
a € 11 النهايات : لیکن مہ + ;م -) لا‎ 


سلسلة هباج 


لدينا النهايات التالية : 


I SG) 7 1‏ 
SI‏ 3 
e 0 +o‏ ا 
1+× 
مثال : e'=e"!2‏ ۔ lm ex! =lim‏ 
x—-1 y—-1⁄2 _‏ 
لاد ہے اتاج Ji‏ رہ سنا 
- يي ہے ہے لے ماكر 


الدالة المشتقة : الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على المجال I‏ ودالتها المشتقة ٠‏ (ج)' ا > )"7 
إذن : إشارة f'(x)‏ هي إشارة (×)' نا 

x+1 : نشاط‎ 

أدرس تغيرات الدالة f‏ المعرفة ب 1- =e“‏ ()1 

الحل : 

× »)-1:1( معرفة من أجل 2-17۶0 أي‎ f 

منه : f‏ معرفة على ]م + : 1[لا]1 : 1 -[لا]1 - : م ۔[ 


1+× 
© 2 ` هناك lm. Fl‏ انی 1= = e‏ پوڑڑے 1ض lm‏ 
OX‏ د ہے کر CE‏ وت ال 0 جور co‏ - ج X‏ 
1 
او لك =lim 26 YS‏ اك هنا =lim e =e": gij‏ پش lm‏ 
SAT Suri) 2‏ 2۔ > y‏ 2351 
+ع 
818 اكد اع =lim‏ لات lim‏ إذن : =lim e=e12‏ 1 شع lim‏ 
EDGED =2‏ وا بک ای E‏ 2۔ y+‏ 1× 
1غ 
_lim adi =lim x+1 =s‏ إذن : محه =lim‏ ۴۰۱م lm‏ 
(ا۔م(ا+۴) ركير 1-* ركي eo‏ رن Kl‏ 
1+ 
ووہے _ ea‏ کے Jim‏ ہیں کر رر ہہ lim‏ 
SEF DED‏ 5-1 یت = .> 
و V‏ ج× ° ا بعد مت جو x=y1‏ 
1 
0> كد صتا لگ سنا إنن: lm e* tl =jim e*=e=1‏ 
ام + جدعر ]- X—Ə +c X‏ 0ج ر ہہ + — X‏ 
£ فابلة لاشقاق على مجو عة تعريفها و ڈالٹھا المشتقة : 


x+ 


27س“ ٌ6 = (٭)۴ نقبل أن 00 هو مشتق به . 


2 ×+1 
x° — 1 —2 x(x + 1) EFE 
EES ET NE 6 
و لاو ا‎ 
= s و ریہ‎ 


1+× 
إذن : إشارة f'G)‏ هي إشارة 2-1 ٹر لأن eX-1>0‏ و 2-17<0) 
إذن : إشارة f'(x)‏ هي إشارة (1 + ×2+ 2)- أي "1(2 ) - كمايتي 7 


x - ° -1 + 
-(x +1) 


> 


EsssJ 
' 
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منه جدول تغیرات الدالة وت 


H‏ الدالة اللوغارتمية النيبيرية 
تمهيد : الدالة exp‏ متزايد؛ تماما على IR‏ و تأخذ قيمها على المجال ]+ : 0[ 


إذن : حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإن من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما 2 يوجد عدد حقيقي وحيد b‏ يحقق 8 - تع 


هذا العدد b‏ يسمى اللوغاريتم النیبیري للعدد الحقيقي الموجب a‏ 


نزمز له ب (12)8 إذن : =a‏ 
وا و کہ =n)‏ 


مثلا : b=In(3)‏ ج e°=3‏ لان 3>0 
— : 


نسمي 335 لوغارتمية نيبيرية الدالة التي نرمز لها بالرمز In‏ و المعرفة على ]0+ : 0[ ب x— nx‏ 


نتائج مباشرة : 
1 - من أجل كل × من ]م + : 10 فان : ك - ير + برے مم1[ 
2 من أجل کل x‏ من أ ]۴ ڑ0[ :فان : ×= اماج 

3 من أجل كل × من IR‏ فان : ×= (65)م1 

4— 1= إذن :0 = (1)صا 

=e 5 |‏ إنن + 1ء(ع)تا 

خاصية : 

منحنيا الدالتين In‏ و exp‏ في معلم متعامد و متجانس متناظران 
بالنسبة إلى المستقيم المنصف الأول ذو المعادلة × > نو . 

منه : منحنى الدالة n‏ كما يلي : 


ملاحظة : تم رسم هذا المنحنى باستعمال الخاصية السابقة أي برسم 
نظیر منحنی الدالة exp‏ بالذسبة إلى المستقيم ذو المعادلة ×= y‏ 
نتائج : من المنحنى الممثل لدالة In‏ نستنتج مايلي : 
lim, In(x) > - oo (1)‏ 
X0‏ 
2( هه + = lim In(x)‏ 
خواص جبرية : ہو + ج ر 


| من أجل كل عددين حقيقيين موجبين تماما 8 b t‏ ء من أجل كل عدد صحيح نسبي 58 


In(a>p)=In(a)+in(b) )1( 
1n(1/a) =-In(a) : ji! In(a/b) = In(a)-In(b) (2) 


Ina )= هما‎ = 1 ın) منه‎ In(a')=niln(a) (3) 


المعادلات و المتراجحات : 

ہما أن الدالة In‏ متزايدة تماما على ]ده + 0[ (حسب المنحنى) فإن : 

من أجل كل عددین حقيقين موجبين تماما X‏ و y‏ لدينا : 

In(x) In(y) @ x=y (M 

In) zIn(y) جه‎ x2y (2) 

نتائج : حسب الخاصية )1( فإن In(x)=0 <> In(x)=In(1)‏ 
1ے 

In(x) < 0 < In(x) > In(1) (2) حسب الخاصية‎ 

21 جه 
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سلسلة هباج 


>x 
° 
_ 


منه جدول إشارة العدد In(x)‏ كما يلي : +o,‏ 


In(x) 5 0 + EES 


عين مجموعات تعريف الدوال التالية : (1) f(x) =In(x+1)‏ 
=n) 02)‏ رمع 
h(x) =In(2-3x+2) (3)‏ 
العے:ے 1 
f 1‏ معرقة من أجل 0 x+1>‏ أي x>-1‏ 
إذن : f‏ مغرفة على ]ص ++:1۔[ 
2 - ع معرفة من أجل 0<× أي 0 رع 
إذن : g‏ معرفة على ]+ : 0[لا]0 :6 -[ 
h - 3‏ معرفة من أجل 0:< 2+ ,3 - 2ير 
لندرس إشارة 2+ × 2-3« کمایلنی: 4-9-8-1 


2 
5 2 1 
Ó = 0‏ 0 2‪ ص220 
إذن :]ہم + : 1[U]2‏ :م -[ء x -3x7250 > x‏ 
أي h‏ معرفة على ]6 + : 1]10[2 ;© -[ 


نشاط — 2 
حل في IR‏ المعادلات و اله تراجحات التالية : 
In(x+2)55 )( Inx+1)>-3 (1)‏ 
(d) In2x-1)=2 (2)‏ رھ = )1+ In(x‏ 
الل 2 
)0 لاك 3 DS‏ ا 
إذن مجموعة الحلول هي المجال ]دہ + : 1 -ع] 
هي 
2( 5 
In(2x-1)=2‏ 
x> 1⁄2‏ 
ذه 
[x= 2 (+‏ 
و 
1@+D‏ =× ج إذن : المعاذلة تقبل حلا واحدا یی 
)3( 0 سج ےی ات کت 
In(x+ 22>5 < 4 a‏ 
x> -2‏ 
وک | 
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X2-1>0 s دائما‎ )4( 
In? + 1)=In(x) 4 x>0 
تر‎ +1=x 


- x>0 
xxl Oa (1) 


نحل المعادلة (1) في المجال ]ت +: 0[ 
0 - 1= 4 إذن المعادلة لا تقبل حلولا . 
نتيجة : المعادلة E ax‏ لا تقبل حلولا في 18 . 


3  طاشن‎ 
In(x? “D S) المتراجحة‎ IR حل في‎ 
3 الحز‎ 
2-1<0 
ê Dm =] 0 
ETS 
x e]-o; - 1[U]1 ; + ]ه‎ 
> 0 
—-1-x<0 
xe]l;+o[ (1) 
082900 0 
لندرس إشارة كثير الحدود : اک ہی‎ 
A=1+4=5 
0“ 
2 
7 
اب‎ 
15 1+ 5ل‎ 37 


إذن : 


[قا, كلامل عه وید x‏ 


]هه +:1[ء x‏ 
منه : الشروط (1) و (2) تصبح : E Ey‏ 1 


أي : (کافت, :1( = × و هي حلول المتراجحة المطلوبة . 


4  طاشن‎ 

حل في IR‏ المعادلات التالیة : 

Inx-1)6:+2)=2In2) (1) 
In(x-1)+In(ı +2)=2In2) (2) 
2[In(x)] + In(x) - 6 = 0 (3) 

الكل 4 


(x- 1) +2)> 0 0) 
مما‎ — 1)(x + 2) = In(22) 


x به ۔[ڑء‎ - 2[U]1 ; + ]م‎ 
(x- 10+ 2-4 


In(x — 1)(x +2) =2 In(2) > 1 


سلسلة هبساج 


of‏ + ; ہہ ج تی 


×2 +× -6 = أ0‎ (o) :6م حل المعادلة‎ O OSL (o) 
A=FF24=25 
x= سے‎ = 
Kz = منه : لے کل‎ 
ع‎ x e]- o; - 2[U]1 ; + ]ہد‎ 
In(x — 1)(x + 2) = 2 In(2) وخ‎ pay 


x 2)2:-3(‏ جه إذن : المعادلة تقبل حلين هما (3 -) (Q) s‏ 


x-1>0 (2) 
مھا‎ - 1) + In(x +2) =2 :(2)ما‎ +4 x+2>0 
مھا‎ - 1)(x + 2) = In(22) 


s a 


> 
(x --1)(x +2)=4‏ ا 
of‏ + : 1[ع x‏ [ .= 
L xe(2;-3)‏ 
2=× جه إذن : المعادلة تقبل حلا واحدا هو )2( 
x>0 / G)‏ 
y = In(x)‏ 4 < 6-0 - (جھا + 2[in(x)‏ 
2y +y-6=0‏ 
لنحل في IR‏ المعادلة 6-0 - +22 كمايلي : 
A=1 + 48 - 49‏ 
Š Ida‏ = سے 
إذن : “FS SS‏ 4 1 
وے تحت دير 
منه المعادلة تكافئ x>0‏ 0<× 
32000 | اي 
أو او 
نما = 2 - دي 
إذن : المعادلة تقبل حلين : (2اتع (e2;‏ 
النشاط ‏ 5 
حل في IR‏ المتراجحة : (212)2 > (2 + 1()5 - ×)ھا 
الكل 5 


(K-—-1)(x+2)> 0 
In(x — 1)(x + 2) < In(4) 


x ہ ۔[ء‎ ; - 2[U]1 ; + ]م‎ 
(x-1)(x +2) > 4 

]ہد +; رت 
x +x-6 > 0‏ 


]مه + ; ا 
x e[-3;2]‏ 


In(x - 1)(x +2) <2 In(2) <> I 
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سلسلة هباج 


xe[-3;-2[U]1 : 2[‏ ج و هي حلول المتراجحة ۔ 


دراسة تغيرات الدالة In‏ 
الذالة. n‏ مستمرة و قابلة للاشتقاق على ]هة + : 0[ ر ذالتها المشتقة هي الذالة المعرقة على ]م + : 0[ ب لط چے× 
š‏ 1 


إذن : من أجل كل x‏ من ]ہہ +: 0[ فان و منھ الدالة In‏ متزايدة تماما على ]0:+o[‏ 


800 1 3 +o : جدول التغیرات‎ | 
تد ا‎ > 
(In) ET 
کے‎ = 
In(x) ہچ‎ 500 
- 0 0 
1/1- 1 عند 1 هو‎ In لاحظ أن قيمة العدد المشتق للدالة‎ 
Š In(1 +h) _ ےپ‎ s Indl + h)—In(1) "PS. 
pi EY يه الى‎ py =a ym a= À منه : تعریفا‎ 
0ج‎ 27 h 3 


منه : معادلة مماس منحنى الدالة In‏ عند النقطة ذات الفاصلة 1 تكتب من الشکل : y=x-1‏ 
إذن : أحسن تقريب تآلفي للدالة جا عند 1 هو الدالة 1 - × جے× 
نشاط ‏ 6 : 
أدرس تغيرات الدالة f‏ المغرفة ب -(×)5ا - ٭[(×)18] = f(x)‏ ثم أرسم منحناها 
الحسل = 6 
f‏ معرفة من أجل 0 <× إذن  :‏ معرفة على ]مه + ;0[ 

lim f(x) = lim [In(x)] - مما‎ 

x50 x— 0 
lim I(x)=-% لأن‎ =+ 


x—>0 
lim f@(x)=lim In(x)[In(x)- 1] 
NEO REO 


lim In(xÀ) =+ لأن‎ =+ 


IS : قابلة للاشتقاق على ]6ه +: 0[ و دالتها المشتقة‎ f 
f'(x) =2 x (In(x))' x In(x) — (In(x))' 
+: 22: >F 
کے‎ In(x) = 


= 1 2 mü) -11 


إشارة f'00‏ على ]٥ہ‏ +: 0[ هي إشارة الجداء )1 Inx-‏ 2) 1 كمايلي : 


01ا 2 جح 2155-1220 
2 عنصا < 
In x > In(e!2)‏ چچ 


۵لم < يرجه 
x> (e‏ + 
ف الإشنارة اتال : + e‏ 0 3 
منه : جدول الإشارة التالي : > <> 
3 1/5 
“TO‏ 216-1 
+ ایر کت ۶060 
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ان : جدول التغيرات : 
کے x ۵ e‏ 


+ + 
f(x) s 
= s sas 


fe) > (In رع‎ - Ina[e)=(102) -1⁄2=-1⁄4 


الإنشاء : 


log الدالة اللوغاريتم العشري‎ III 

تعريف : نسمي دالة لوغاريتم عشري الدالة التي نرمز لها ب 108 و المعرفة على ]©+ : 0[ ب 
خواص الدالة 108 

من أجل كل عددين حقيقيين موجبين تماما a‏ ؛ b‏ و من أجل كل عدد صحیح نسبي 2 : 


In(x) 
In(10) 


log(x) = 


In(10) 
log(10)= س‎ =! l 
20 In(10) O 
log(a b) = log(a) + log(b) (2) 
log(a/b) = log(a) - log(b) (3) 
log(10") = n log(10) = ¬ ¿3 log(a")=nlog(a) (4) 
: نتیجة هامة‎ 


إذا كان × عدد حقيقي s‏ "10> ×> "10 فان 1 + 1 >(108)8 >1 لان الدالة log‏ متزايدة تماما على ]مہ +: 0[ 
تشاظ 7 š‏ 

حل في 1125 المعادلات و المتراجحات التالیة : 

log(x)=2 (1) 

log(x) 5-4 (2) 

log(x)> 3 (3) 


7 1 

في كل المعادلات و المتراجحات 0< × لن الدالة log‏ معرفة على ]٭+ ; 0[ 
In(x)‏ 

log(x) =2 نے‎ 2 1 

og(x) In(10) (1) 


<> In(x) =2 In(10) 
< In(x) = In 100 
ex = 100 
In(x) 3 
In(10) 


logz(x) <-4 ج‎ 4<0 2 
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In(x) +410 
= n(x) n( 0 


In(10) 


In(s + In(10) < 0‏ < لأن 0 >10 In‏ 
In(x; < - In 10‏ >< 
(5)107ا < In(x)‏ < 
10 < >0 =< 
In(x)‏ 
3> 
In(10) `‏ 
In(x)> 3 In(10)‏ >< 
In(x) > Ip(102)‏ ج 
x > 10°‏ € 
دراسة تغیرات الدالة 013 کا : 
نا دالة عددية معرفة و قابلة للاشتقاق غلى مجال 1 جزئي من IR‏ 
نعرف الدالة ‏ كمايلي : In(u(x))‏ جرع f:‏ 
تغيرات الدالة ۴ : 
f‏ معرفة من أجل (x)>0‏ مع اء× 


log(x) <3 ج‎ 


إذا كان » عنصر من المجموعة إت + : © ۔) ل 18 فان : 


]+:8:6[0 ون + 


lim u(x 2 
e 0 


Jin RCD) کے‎ +e In(B) 


الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على مجمؤعة be‏ و دالتها الشتقة + حل =u x<‏ 


Aa‏ انرس یرت الذالة © الميرفة تک( )ا ري 
الا 2 1+ x‏ 
f‏ معرفة من أجل : 9 e‏ 


o OS‏ إشارة الد كما يلي 


إذن : 0< s‏ من أجل. ]مه + : 1[ا]1:-: 2 xe]‏ 


lim f(x)=lim In(1)= 0 < 


X— ص‎ X — - 6 
lim f@(x)=lim I(y)=+@> منه‎ lim El =lim م + - د‎ 
21 E SA 0ت‎ Y 
ہنا =( ہنا‎ I()=+ لگا جورے 1 وزز مته‎ + 
KF y = ESE اك‎ 

2 2 
lim هناك وم‎ Ino) = In) منهن‎ lm وناك تنيع"‎ SX =1 
جاتر رجي مهو جايس‎ +o X =1 x+ x 
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سلسلة هباج 


2x - ](-‏ 
>(0:] 
کے تا 
کت 
075 ا 
x‏ 
-4x‏ 
إشارة ن۲ + 1 1- 0 - x‏ 
منه : جد ° Z| x‏ 
و 2 2 1 £ "۲ 
منه : جدول تغيرات الدالة ‏ : 
من + 1 = 535 x‏ 


نشاط — 8 
f‏ دالة معرفة على ٠]‏ + :2 -[ ب (2+ f(x) =In(x‏ و (C)‏ منحناها في معلم متعامد و متجانس . 
عين فاصلة النقطة التي يكون فيها مماس المنحنى (C)‏ يوازي المستقيم ذو المعادلة y=x‏ 


الحل ‏ 8 
f‏ قابلة للاشتقاق على ]-2;--co[ ٠‏ او دالتها المشتقة : Pa) mas:‏ 


يكون المماس عند النقطة ذات الفاصلة × 00000 5-5 ×= بر إذا 
و فقط إذا کان معامل توجيهه 1 أي 1=( 
لے 
302 
x=-] : <‏ أي نقطة الاماس لها الإحداثيات ((21:121) أي (1:0ء) 
نشاط — 9 

إليك جدول تغيرات دالة u‏ على المجال ]+ ;3 ] 


- 


x |=3 1 +o, 
3 


0 + o0 
(x) : 
u(x E 


المطلوب»: إستنتج جدول تغيرات الدالة f‏ المعرفة على ]+ ;3-[ — f(x) = In(u(x))‏ 


ل[ =9 
hay‏ أن من أجل كل × من ]0+ : 3 -[.فإن 0 <(*)نا .إذن : f‏ معرفة على ]ص + : 3 -[ 
a: u(x) =3‏ إذن: : 3 ۳۴ ت7 
اع کے 7 
u(1)=e‏ دن ؟ 1 کن 310 
lim u(x)= +o‏ إذن : lim f(x) -lm Iy=+=@‏ 
X — 6‏ صھ+جر X—+%%‏ 


اش 
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سلسلة هباج 
ےم 
إشارة (×)'۴ على ]ت + : 3 -[ هي إشارة ux)‏ أي f‏ لها تفس إتجاه تغیر الدالة u‏ على المجال ]+ 3-[ كمايلي : 
x |-3‏ 
f'(x) 7‏ 


In 3 


= 4 
دراسة الدالة ¢ جم : حیث ۸<0 


لیکن 71.۵١‏ ضرف الداية * على ]+ es‏ 10 


+ 
ڑگ 


8 


lm -Ax=+eo لان‎ lim f(x)=lim e™=+ co 
x — - co م لجع دجي‎ 
lim -Ax=-o% لان‎ lim f(x)=lim وحم‎ 
X— +o و ات چو ا‎ 


f‏ قابلة للاشتفاق على IR‏ و e“‏ 2-=()۴ إذن 0>(ح'۶ 
منه جدول تغیرات الدالة f‏ : 


+ o0 


دراسة الدالة eX‏ جم ۶< : حيث ۸<0 


لیکن 0 <۸ نعرف الدالة Ç‏ على IR‏ ب۸۷ = f(x)‏ نسمي (7]) منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 


lim Ax O NY lim f()=lim ex =0‏ 
م لجاع هدجي مجع 
 e2%=0‏ ا ا و لاسو سح حيو im‏ 
06+ ج x‏ + >+ × 0 + — × 


- X من إشارة‎ ۶'00( óW 2108 -- 2363© و‎ IR قابلة للاشتقاق على‎ f 


x - 0 0 + 


منه : جدول تغیرات الدالة f‏ : 


ملاحظة : المنحنیات (15) تسمی منحنيات ‏ 08085 و هي على شكل ناقوس . تستعمل خاصة في الإحتمالات و الإحصاء و 


-— x 

الأكثر إستعمالا هو (Los)‏ نو المعادلة y=e2‏ 

الإنشاء : 

المعادلات التفاضلية من الشکل y'=ay+b‏ 

البحث عن حلول المعادلة التفاضلية y'=ay+b‏ ذات المجهول 
y‏ هو البحث عن الدوال العددية من الشكل y = f(x)‏ 


و التي تحقق الشروط التالية : 
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f | (1)‏ قابلة للاشتقاق 

f'ixy=af(ix)+b (2)‏ 
ملاحظة : b sa‏ عدد 
غالبا المعادلة y'=ay+b‏ 
مبرهنة : 

b+ a‏ عددان 
حلول المعادلة التفاضلية ay b‏ > ار .في المجموغة 1 می ارال ]كف للفكل 
f(x)= ce" 8‏ حیث C‏ عدد حقيقي 5 


dy < 
s= =a y +b من الث‎ 


dx 


حقیقیان حیث aZ0‏ 


(b=3;a=2)f:xFE > ۔اخمل‎ 


67ا 


۴ 


f'(x)= 2 c e° 


110 2 fix) =2 توم‎ - 2(c اقم‎ - 3 ) 


فعلا الدالة 1 هي حل لمعادلة y-2y=3‏ 
حالة خاصة : b=0‏ 

حلول المعادلة y'=ay‏ هي الدوال f‏ حيث ce"‏ >(1)<2 حیث ء عدد 
الدالتان تجب و جيب الزائديتان 


نسمي الدالة تجب.الزائدية و الدالة جيب | 


ائدية الدالتين المعرفتين على IR‏ على الترتيب.01. و sh‏ و المعرفتين كمايلي»: 


sh(x) = cha) = et e" 
> 9 نشاط ے‎ 
. زوجية‎ ch أثبت أن الدالة‎ - 1 
[0 : + <2] على المجال‎ ch أدرس تغيرات الدالة‎ 2 
IR على‎ ch إستنتج جدول تغيرات الدالة‎ 3 
. فردية‎ sh أثبت أن الدالة‎ 4 
]0 : + <2] على المجال‎ sh أدرس تغيرات الدالة‎ - 5 
IR على‎ sh إستنتج جدول تغيرات الدالة‎ — 6 
في نفس المعلم‎ sh منحنى الدالة‎ (C;) في معلم متعامد و متجانس و‎ ca منحنى الدالة‎ (Ci) لیکن‎ 
)©2( و‎ (Ci) أدرس. الأوضاع النسبية ل‎ — 7 
فسر النهاية هندسيا ۔‎ lim  ]ا)×(‎ -sh(x)] أحسب‎ 8 
× ج‎ + 


e 8 2= 1‏ 
1 من أجل كل × من IR‏ فان (-x)e IR‏ و = ٹس ہے لہ 
إذن : x) > ch(x)‏ -)١ء‏ منه الدالة Ch‏ زوجية . 
2 — التغيرات على المجال ]> + 0] 
2 
lim e*`=0 ¿V lim ch(x)=lim = =+ 0‏ 
2 و+ جاع +× + جد 
الدالة ch‏ قابل للاشتقاق على IR‏ .و دالتها المشتقة : 
) نے 2 12 1 ۰ للد وميه 


3 


> زه-(0)' 61 آهي إشارة 8-11 کقایلی : 
L= (e* + 1)(e* = 1)‏ ےق 
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x - 0 
ریف‎ 
e`-1 

EDED 


0 
1° + لحهلها 
ع 


3 منه جدول تغيرات الدالة ch‏ على IR‏ : الدالة زوجية إذن : نستنتج الجزء على المجال ]6:0 -[ (بالتناض) 


مو + 0 6د ]اعد 
ch '(x - +‏ 
0د + Fm‏ 
e‏ کچ = G es,‏ 
1 
x (=) ۸ “e Te“ 5‏ 
اتام ابل کل چ من 16 فن عرزي ا ھت جات ت ۔ — < سور یہ 


إذن : sh--x)=-sh(x)‏ منه الدالة ٠‏ فردیة . 

5 تغيرات الدالة sh‏ على ]م + :0( 
الى 

ص += ع lim sh(x) = lim = lim‏ لأن e*=0‏ سنا 

xX— + K+ KS 2 × + 2 


الدالة sh‏ قابل للاشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة هي : 


sh'(x) = 6ل‎ + e*) = ch(x) 


و حسب السؤال )3( فإن 0< (×)طء من أجل كل x‏ من 18 . 
إذن جدول تغيرات الدالة  sh‏ كمايلي : 


ف + 


عو 
+o‏ 


6 - الوضع النسبي ل (Ci)‏ و (:©) : Eg‏ 


5 ود بر‎ 
ch(x) — sh(x) = رخ‎ =s 


کہ رع 


ند سے 
إذن : المنحنى (CI)‏ ونع دائما فوق المنحنی (2©) 
کے 0> ٥م lim [ch(x) -sh()] slim‏ 
X— +‏ 0+ ير 


التفسیر الهندسي : لما × يؤول إلى © + فإن المنحنيان (Ci)‏ و (Cs)‏ متجاوران نقول أنهما متقاربان . 
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تمارين الکتاب المدرسي 


التمرين - 1 
بسط العبارات التالية : 

2 سڈ حم + جم 
> عو تی (2) سے @ E‏ 


الد ہے 21 
بين صحة كل من المساواة التالية : 1 ٦‏ 5 
>x‏ 26 ! 
0 و 0 | 
(O‏ الاو لاج I ) Teat‏ 
TE‏ کا كد 
(eres = S tD (3)‏ )4) او FE eS‏ 
الصل =2 ١‏ 
eee 1 2-_‏ عدوت E ws‏ 
)0 ناسح مر 5 _ = لان 1= =e‏ مع 
+ کے راع E eRe‏ 
` ع عد اهبلك ا = = 
)2 اك y‏ كح كر كم لتم 
)6 (1 + م 2 + )م = کم + ex‏ کم 2 + کم = م (ta‏ 
Ë (e` + 1‏ 
i‏ 
تدای اله ار سای سس کی 
@ 6 الس 7 ہیں EFE‏ 
التمرين ‏ 3 ی 


«ا«(«ا) متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد n ¿sh‏ ب سس = ولا 
بين أن (ua)‏ متتالية ثابتة ٠‏ 


الحل - 3 
لیکن ne IN‏ سک - سبك - ونا - رجونا 


0= إذن : (ua)‏ ثابتة 
ملاحظة : يمكن إثبات ذلك مباشرة من عبارة Un‏ كمايلي : 
ايده 


من أجل كل n‏ من IN‏ لدینا : ھی = ونا إذن : (ua)‏ ثابتة . 
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حل في IR‏ المعادلات التالية : 


e) =0 (5) =3 ری‎ e= le (D) 
رہ‎ 
کی ےم )4 یہہ وہک‎ 0) 
نآ‎ 
(1) 
(2) 
Í xo 
= x +3x-4=0 
(90 
T {EFA =0 
] 0 
كر‎ x=-4 
< (4-:1)]ع»‎ 
جم 3= ”م‎ = 3 + 1) O) 


نحل المعادلة 3-0 + × 3+ ”× A=9-12=-3<0 : ALS‏ إذن لا تقبل حلول في R‏ 
انتيجة : المعائلة: "ع = e°‏ لا تقبل خلول فی ۸ . 


6-0 (4) 
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x#6 
<> 4 ےج‎ 0 
×۔۔ 6 > پر4 + ٹر‎ 
ef x کر‎ )0 : 6( 
(x+6)(x-1)= 0 
x {0;6} 
xe{1l;-6} 
<€ KEE; (6۔‎ 
el سے ات محتوم)‎ (5) 
7251-23 ور‎ 
5 x= 
6 — التمرین‎ 
: المتراجحات التالية‎ IR حل في‎ 
: کم‎ > ez (5) م‎ < 1 0) 
e> سس رق‎ (6) e"> e 0) 
کے دو‎ 0) 2 3) 
(e*— 1)(e*— e) <0 یس کے مان‎ 00 
6 — الحل‎ 
لم ے "تی ہے 1> “تق‎ (1) 
+> 0 
[- ©: 0[ جه إذن : مجموعة الحلول هي المجال‎ × >0 
[2 : + 0] جه تم <م إذن : مجموعة الحلول هي‎ x>2 (2 
جم تشم ےی‎ x<-2x (3) 
جه‎ 3 >0 
[- 6:0] جه إذن : مجموعة الحلول هي‎ × >0 


(Ü)‏ 3+ × 2>5 جم کی > کی 


S2 5-350‏ 
لندرس إشارة كثير الحدود 2-3 22-5 کقالی : 


A= 25 + 24 = 49 
x= (|a Ey — s x= ود‎ 
1-7 | یت ھا‎ 
ور‎ =— 
4 2 
تج‎ e Sos فق اول ار اة‎ 
×۶۱ 42% x#0 (5) 
تی‎ 7٦ 


1 
< 
x+ 1 +2/x> 0 


0 
#0 
- s - |==, 
x 


لندرس إشارة الجداء )2 + x‏ + »)× كما يلي : i.‏ 


سلسلة هباج 
منه حلول المتراجحة هي المجال : ]٥ہ‏ + : 0[ 


6 علی ع جم (te‏ دع 
عد 12 < 2 < ےت 3 4- مہ ۔ 
12<0-×+ × ج 0 3 0 8 
(x +4) -3( <0‏ < 
4[U]3 : + e]‏ - : = -[ع x‏ >€ و هي مجموعة الحلول . 


x 
(x + 4)) - 3) 


EET FE 0)‏ 
0ے یرد پر سے 2 
x(1-x)>0‏ ہے 20200 1 
[0:1]ء y‏ >€ و هي مجموعة الحلول 


(e“-1)(e“-e%) <0 (8) 

لندرس إشارة كل من (1-*6) ثم (62- *6) كمايلي : 
"و < ام + 2-1<0 
0< جه لذن 1 
e“ < e‏ ہے 0 < ضی_ تم 
2 چ فن + 00+ 2 ص-| x‏ 


x - مہ‎ 0 +o 


: (e*— 1)(e* - e2) خلاصة : إشارة الجداء‎ 


أخيرا : حلول المتراجحة 0 > (e*— 1()6* - e?)‏ هي المجال ]2 : 0[ 

7  نيرمتلا‎ 

في كل من الحالات التالية عين الدالة الوحيدة f‏ القابلة للاشتقاق على IR‏ و التي تحقق الشروط المطلوبة : 
f'=3f (1)‏ و f(0O)=1‏ 


f'=-f (0)‏ و 1-(10 
@ پھر و 10-1 
"= =1 
0 سا نی fix e‏ 
)2 0 إذن : REKE,‏ 
3x =2 f 6‏ 
2 إذن : 2ع f:x—‏ 
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التمرين ‏ 8 
f‏ دالة قابلة للاشتقاق على IR‏ حيث f'=kf‏ و f(0)=2)‏ مع À‏ و k‏ عددان حقيقيان حيث :1.20 


لتكن ع دالة معرفة على IR‏ ب و سج 


1 تحقق أن g'=kg‏ و 1-(0)ع 
2 - إستنتج أن من أجل كل عدد حقيقي e ¿É x‏ 1 - ()1 
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/ 8 
1 -الدينااسن الجل S‏ ٭ 2 1 وول دوه 
A‏ 


إذن : من أجل كل × من[ 112 : وم ل = (x)‏ 
A‏ 


0 


os‏ ماح وم لن( لے ےل 
L5‏ 


m 


أي : =k x Û fx)‏ ساع < (×)ع )= (×)'ع 
أي g'=k.g‏ و هو المطلوب . 
لدینا : (0 ل -(0ع أي ص۰۰۰ 


2 — حسب السؤال (l)‏ فان kg‏ | .. حلي 8 

g: X— € : انف‎ (1 

من جهة أخرى لديتا : ل g(x)=‏ -انن> g(x) = f(x)‏ ۸ 
k:‏ أي : g(x)‏ 100-72 
پي: 5( >(م)1 وهو المطلوب . 

التمرین — 9 
في كل من الحالات التالية عين الدالة الوحيدة f‏ القابلة للاشتقاق على IR‏ حيث : 
(j)‏ 4-64 جو MEI‏ 
۲٤ (2)‏ 2ے و /1-(1)0 


OZ Of GO) 
9 


الل رت 

; سے‎ 2-2-0141 (D) 
f:x—— 6 S| 1 

Lupa a f'=-2f (2)‏ سک6 
f(0) = 2‏ إذن : 206 f:x—‏ 


f(0) =2‏ 
التمرين ‏ 10 
f‏ دالة معرفة على IR‏ و غير معدومة حيث من أجل كل عددين حقيقيين x‏ و y‏ : ()1 × (ج)1 fix +y)=‏ 
1 - بین أن 1 -(1)0 
2 - بين أن من أجل کل عدد حقيقي × : 1= (×-)) × f(x)‏ 
3 - بين أن من أجل کل عدد حقيقي × : f(x/2) x f(x/2) = f(x)‏ 
4 - إستنتج إشارة f(x)‏ على IR‏ 
الحل ‏ 10 
1 من أجل y=0‏ نحصل على : من أجل كل × من f)» + 0( > 1)2( × 1)0( :IR‏ 

O IX RO) Gl 


:xk 2 "و" 75ل‎ G) 


ua‏ 1- لاہ" لان معرومم 
2 — من أجل کل عدداحقیقی۔ الثيفا : f(x)‏ 
2 - من أجل كل عدد حقيقي x‏ لدينا : 
f(x - x) = f(0) > f(x—x)=1‏ 
f(x + (-x)) =1‏ < 
f(x + )- ×(( =f(x)xf(-x) ¿V <> f(x)xf(-x)=1‏ و هو المطلوب . 
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3 هن أجل كل. من 1۸ فانہ 
f(x/2) x f(x/2) = f(x/2 + x/2) <> *üux/2) x [(x/2) = f(x)‏ 

f(x) = f(2) x 13۷2 = [t(x/2)]” IR = لدينا من أجل کل ۽‎ 4 

إذن : من أجل كل x!‏ عر IR‏ 20 (10 

لکن : f‏ غير معدومة إذن :من اجل:کل jx‏ 2:11 0 < 160 
التمرين ‏ 11 
f‏ دالة معرفة و موجبة على 1۸ حيث من أجل كل عددين حقيقيين X‏ و /1: ses‏ 
1 عین x)‏ ۴)2 ؛ f(x)‏ ؛ x(‏ ۴)4 بدلالة f(x)‏ 
2 إستنتج عبارة x)‏ 1)8 بدلالة f(x)‏ من أجل n € IN*‏ 
نضع =k‏ (۴)1 حيث k>0‏ 
3 بين أن من أجل كل عذد طبيعي 1 < هم فإن : f(n) = k"‏ و [f(1/n)]" =k‏ 
4 إستنتج (۴)1/2 و (۴)1/4 بدلالة ا . 
الال ے 11 
ا -[(8۰]- x) = f(x + x)= f(x) x I(x)‏ 1)2 
بر + 10:2 


2 = يمكن تعميم نتيجة السؤال الأول كمال T‏ 
من أجل كل n‏ م fin x)=[f0)] ):1N*‏ 
ملاحظة : يمكن البرهان عن صحة هذه النتيجة بالبرهان بالترإجع (غير مطلوب) 
fn x 1( > ]1)1(["- kK" 1‏ )> أجل 1-ح).. 
ا fin) =k"‏ 
أيضا : f(nx 1/8( =k‏ ج fn x 1n) = f(1)‏ 
k‏ = ([(1)1/50] ج لأن "[(1/2)!] f(nx 1/n)=‏ من أجل 1/۸ = × 
4ے لدینا: ل > (1)1/2 
3 > ع -[(1)1/2] 
علد 8 
لکن الدالة f‏ موجبة إذن : k‏ 2 (701/2 
[k‏ > ۶ دع ٔ+۰) 


لال + د و1 
esa‏ یر = 


f(⁄4)=- ۴‏ 
لکن الدالة ‏ موجبة إذن : )إل = (1)1/4 
التمرین — 12 
أحسب نهايات الدوال التالية عند 5 - و =+ 
f(x) = x + e> 4 f(x) = e7 =l‏ 
 —2‏ رت ا =s‏ حم + f(x) =1 + e“‏ 


te —3‏ د 0م)1 


الحل — 12 
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f الدالة‎ lim f(x) lim f(x) 
X—- X— +6 
5 +e (lim -x=+> (لأن‎ | 0 lim -x=- لان ص‎ 
f(x) = e* رت حون اج‎ 0 0 
f) = 2 e ہے‎ TD 


+ e: (lim × =- م‎ J) | + مه‎ (limi x = رن ہ‎ 
= x—- x o 
f) =e + e> 


و lim -x=+og lim -x=-o‏ 
0 + ج × مم ۔ x>‏ 
(لان ه-=× (lim‏ ص- 
5ت ہہ ۔ × 2x‏ کپ ( 
=x +‏ 

وہہ 3ر2 im‏ وو جب پان 

× ہ ۔ ج‎ 
f) =1 +e“ +e™ | 1 +0 

التمرین — 13 


1)0( تم‎ et ب‎ IR دالة معرفة على‎ f 
lim fx) حسب‎ 1 
X—- 


lm f@x) تحقق أن : (1-67)"» = (1)8 ثم إستنتج‎ 2 
XxX— + ç 13 ال‎ 
lim f()=lim e™-e“=0 ہے‎ 


X—>-% ہہە۔جہم×‎ 


أن 220 ون[ V‏ و ے جج lim‏ 


مہ ۔ ج-× 0 ۔ چ × 
Fd‏ م بت = e‏ )اقم 
lz‏ ہے 
f(x)‏ = وهو المطلوب . 


إذن : e*(1 -e*)‏ سنا“( lim‏ 
+ جع م +ہج-× 


lim 250 cQ lim *#‏ 
+e‏ ج × ام + ج × 
م += 
التمرين ‏ 14 
أحسب النهايات التالية : 
وا Gs‏ لا کے و عند و اوا 


2e +1‏ 
2_ لج د( عند 0 
2x‏ 
3- روا 1 =( عند 0 
x‏ 


4- (1-'6)<-(48 عند »- و +o‏ (يمكنك وضع (K=l/⁄x‏ 

14  لحلا‎ 

ا 71 1اه jm‏ كن 0 Hm‏ 
0+1 را جو 2 رہ کی مہ ۔ جے x‏ 


22 ٤1-۹ 


lim ¬ =lim 7 = 
x—+eo2eë +1 x +e e*"(2+ e" 
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lm € =0 .ےون‎ - 2 
x — + c 
نعتبر الدالة "ع × :ع‎ lim c =E ctay 2 
x—0 2x 


لدينا g‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ و خاصة عند 0 و دالتها المشتقة “= (×)' ع 
إذن : 1 = كك = (0)ع 


لكن حسب التعريف : ر سنا > (0)' ع 
=i e*—1‏ 
x—0 x‏ 
lim l-i 3‏ 
x—>0 x‏ 
x‏ 
(e-1 57‏ 1 کپ awas‏ 
x )‏ 2 0 جہ× x—>0 2x‏ 
ا eps‏ :1 
= ا وص 
واج کم تنا 
3 = اک ھن سے یہ 
x—>0 x 5‏ 
نضع: —g@)=e‏ إذن: ددم اج منه: 3= 0(=3) ع و 1= (0)ع 
a 3‏ ا )8(0 - E(x)‏ 1ع زم 
لكن حسب التعريف : TE‏ نا )0( g‏ 
E‏ 
x>0 x‏ 
منه : 3= اس lim‏ 
x—>0 x‏ 
4 لحساب (1 -۴م)× ظط نضع مع 7 0 | 
لقن : := A‏ وق im x=‏ 
5 6 - ےر 7 X— +c‏ 
lim x(*_))=lm _1(*=1) <‏ 
x— © x‏ 
1= حسب السؤال (2). 
التمرين — 15 


ن = وا 2k‏ 
f‏ دالة معرفة على *۸] ب كح28 =(م؟ 
x‏ 


1 - أكتب fü)‏ من الشكل f(x) = e"g(x)‏ حيث g‏ دالة للمتغير × . 
2 - إستنتج م lim‏ 


وت K‏ سی 
"= - 15 

ع x 2x‏ 2 
š‏ ھا لی GE‏ ا 
e) )‏ چ چ بل مودق 


g() = 


- 2 


; ; 1 - e" 
lim جين د و1‎ _ eé(—— 
0ج×‎ x— 0 ( x ) 


eat‏ ہے 
m (O)‏ 
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lim es 
x40 N 
16 — التمرین‎ 
دالة معرفة على *1۸ بد امےوں))‎ f 
. على حدود مجموعة تعريفها‎ f أحسب نهايات الدالة‎ 
16  لحلا‎ 
lim 57 لان‎ Jim f(x)=lim اش‎ 
م چے و‎ X xXx—>- x—- ص‎ 
١ 1) > سنا سنا‎ € 0 
کرٹ‎ x FO مد وچ‎ 
lim E ¿W lim f(x)=lim لج‎ ٦ = lim e =+ a 
x> ٥ x >0 E MES 
سا شود ھک سا‎ flim e lim 1 
جع خم + جوع‎ + x—> += y—>0 


التمرین — 17 
f‏ دالة معرفة على IR*‏ ہے لٹ m=‏ 
° 


limî f) و‎ lim fO) ma — 1 
ھت‎ x2>0 


2 - بین أن المستقيم ذو المعادلة y=x-1‏ مقارب لمنحنی الدالة f‏ في جوار +c‏ 
3 - بین أن الدالة 4 فردية . 
4 - إستنتج f(x)‏ لاو lm f(x)‏ 


0× کی موم 
5 إستنتج أن المنحنى الممثل للدالة £ يقبل مستقیم مقارب مائل في جوار > - يطلب تعيين معادلته . 
"= - 17 
x‏ 
1 - ا lim f(x) = lim‏ 
E‏ یا 
امو مس اد 
آ7 01۰ ES‏ 
im 2‏ لان : 1-0 - ری سنا 
x30 1-0‏ 
ا x - 0 +c,‏ 
+ 0 2 1۔ا×عھ 
m y=‏ 
X — + c‏ 
ini, e s= 0‏ 
X4 +‏ 
2س lim [x)-(x-1)]-li‏ 
:'oo‏ جك 
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lim e“=+o ¿V =0‏ 
x3 +e‏ 
إذن : المستقیم ذو المعادلة 1 - ×= ل مقارب مائل لمنحنى الدالة f‏ في جوار Te‏ 
3 من أجل كل × من IR*‏ فان *18 € (x)‏ و لدینا : 


fx)‏ - = إذن الدالة f‏ فردية 


7 ES فردية‎ ۴١ لدینا‎ - 4 
ا رتا‎ T S E ا‎ 

0ے إذن : 0 x>‏ 

lim f(x) =- o0 E و‎ 

ال im,‏ با تا 


5 لنثبت أن المستقيم ذو المعادلة 1 + ×= لا مقارب مائل لمنحنى الدالة f‏ في جوار 0©- 


رر+م۔ لشت ۔× ستاك (1 + م - 10 lim‏ 
° 


x—- م‎ X — - 0 ° 
x 

=u Saa اعت‎ 

X- وم‎ € 24 

1 ١ "s 
lim e*=0 ¿W =lim لكلف ف‎ 
× ج‎ 0 ×0 0-1 


1+1 
0> إذن فعلاً المستقيم ذو المعادلة 1+ ×= ل مقارب لمنحنى f‏ في جوار ا - 
التمربن ‏ 18 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب fo) =2x+1-e*‏ و (C)‏ منحناها في معلم . 
1 أدرس تغيرات الدالة f‏ 
2 - بين أن المستقيم (D)‏ ذو المعادلة 1+ × 2 -3 مقارب للمنحنى (C)‏ في جوار +o‏ 
3 — أدرس وضعية المنحنى (C)‏ بالنسبة إلى (D)‏ . 
الحل 18 
1 التغيرات + f‏ .مغرفة على IR‏ 
lim f(x)=lim 2x+1-e*‏ 
x >-0‏ مہ۔ جع 
مم نے lim e*=+e ¿N‏ 
OD f(x) = limi> 2 x+ 1— e*‏ جار 
x—+oə‏ +جڈ 
lim e*=0 Š =+o‏ 
x—>+e‏ 
f‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتھا المشتقة : 
×م +2ے وت م f(%)=2-‏ 
إذن : من أجل كل × من ۸ فان 0<( 
منه جدول تغيرات الدالة f‏ : 
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ند 00 = x‏ 
> - 
+ 10 
=+ 
ہے = — f(x)‏ 
ہے 

lim [fix - 2 ورزا > ]تدع‎ -e*=0 یع‎ 
X— + ,ا‎ X— + > 


: المستقیم (D)‏ ذو المعاللة 1 +25 y=‏ مقارب للمتحنی+(6)- jJs=‏ :+ 
5 “ع < (] f= (2 x+‏ 

53 : مق أجل کن 8 کمن CEE 2O IR‏ 1005 

أي المنحنى (C)‏ يقع دائما تحت المستقيم المقارب ٠ (D)‏ 

التمرين ‏ 19 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب “2م 2+3 +<--(4)2 و (C)‏ منحناها في معلم . 
بين أن المنحنى (C)‏ يقبل مستقيم مقارب مائل عند × + يطلب تعيين معادلته . 
الحل ‏ 19 


لد 


( دجم )حي ونج بعك lim f(x)-(-x+2)=lim‏ 


X— +z X—>+ 
=lim 3 
K — o0 
lm; e ON لا‎ 
X — + و‎ 
+ عند م‎ (C) إذن : المستقيم ذو المعادلة 2 + × - > ر مقارب مائل للمنحنى.‎ 
20  نيرمتلا‎ 
: في كل حالة من الحالات التالية‎ IR على المجموعة‎ f عين مشتقة الدالة‎ 
f(x) = (e - 1)(e`+ 2) (5) f()=x e` (1) 
f) = == (6) f= (2x-3)e له‎ 
f) = د‎ ()  + +x+1)e 0 
Ë f(x) = (1 + cos x)e` (4) 
20 — الحسل‎ 
f@)=xe` کم کو پر د رون رک‎ xx = با‎ xe نك سے‎ x] : ER 


× 3(6 = (Z2 O2 x =3) e =e (2x —1) 

F0 x +1)e + (x + x + 1)e = e“ (x? +3 x +2)‏ = كور + (Fx‏ = نا 

f(X)= (1 + cos x)e — f'(x n x e + (1 + cos x)e* = e`(] + cos x — sin x) 

(S) CWx)=(e"-l)et*2) > f'(x)=e(et+2)+ e*(e*— 1) =e(e*+2 +e“ - 1)= e(2 e+ 1) 


1) 
2), HX)= 2 
5) 
) 


لت 289 es‏ — “1 د 2 Fix) = E‏ . کر 6 
(e` — xy: eax)” (e`— x)”‏ نی 
عد TUE E CTE‏ کی یو گت درت رن 
(e+ I (e*+ 1)°‏ 67 6+1 
التمرین — 21 
عين مشتقات الدوال التالية على مجموعة تعريفها +11 : 
0 مو ری کت مل رن 


fix) = یں‎ De @ EES De _ 2 
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3 


درج )( 


` = f'(x)=2 e 


(2) I fix)=(-x— De* — ۶٤رو‎ = ) l)e*+(-e)(-x— 1) 
1ے 1٣ن يتوت‎ 
= نع‎ = x es 


جلحد وو گرم 
6+ 1 


3 ا 
)1= لمت وج ale f'ix)=2x‏ و I‏ (4) 
([- عينم رے 
e) +× -1(‏ 2= 


x+1 22  نيرمتلا‎ 
1)5( - »5*-1 ¿a 1128 - 1! على‎ f عين مشتقة الدالة‎ 
22 - الحل‎ 
x+] 
5 او‎ REST 
f = * ×۴1 
0-۲) (x- 1) ) 
K+ 
یرت‎ 2-8 
(x - 1) 
23 — التمرین‎ 


1)<( - «+1 +6“ بے‎ IR دالة معرفة على‎ f 
. f أدرس تغيرات الدالة‎ - 1 
. (×)؟] 1183 فسر هندسيا النتيجة‎ -(x + 1([ احسب‎ - 2 
x =0 

3 - أرسم في معلم متعامد و متجانس منحنى الدالة f.‏ 
1 سے 23 
1 - التغيرات : 

IR معرفة على‎ f 


lim f(x)=lim x+I+e* 
X وج‎ U 08 
lm ہے $¿ ہے‎ 
دہ ۔ ج-×‎ 
lim  f(x)=lim م + د كع + [ جير‎ 
ج ع.ر‎ +6 X— + م‎ 


: و دالتھا المشتقة‎ IR قابلة للاشتقاق على‎ f 


f'ix)=1+e* 
5 P + وج‎ > 0 : IR من‎ x إذن:امن أجل كل‎ 
ا۶0‎ = : f منه : جدول تغيرات الدالة‎ 
+ 
f@) 
Mm [fCO-(x+1)]=lim x+I+e`-(x+1)—-2 
x ۔‎ 6 x—>- = 
2 e 
م ا جد ير‎ 


= إذن : المستقيم ذو المعادلة 1+ ×= ر مقارب مائل لمنحنى الدالة f‏ في جوار © - 
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3 الإنشاء : 


24  نيرمتلا‎ 

100 - 1 ++ 1-65 دالة معرفة على المجال [+;0[ بے‎ f 

1 - أدرس تغیرات الدالة f‏ على [+;0[ > 

2 - بین أن المنحنى (C)‏ للدالة f‏ في معلم يقبل مستقيما مقاربا مائلا (D)‏ عند »+ يطلب معادلته . 
3 — أدرس الوضعية النسبية ل (C)‏ و (D)‏ ثم أنشئ كل منهما ۔ 


24 - =" 
f(0) =0+1-e=1-1=0 : التغيرات‎ - 1 
lm e*=0 لان‎ lim f(x) = lim ly+1-e*=+e 
× 2و+جپر من +جيير 0 + ج‎ 


: قابلة للاشتقاق على ]00+ : 0[ و دالتها المشتقة‎ f 
ڑ یھ درم‎ ex 


إذن : من أجل كل x‏ من IR‏ فان ۶')×(<0 
منه : جدول التغيرات : پت 0 x‏ 


5 1 8 1 5 1 
1 10 -(1+ع خ2)-‎ 1 =x+1]-ex-(—x+1) : 2لدينا‎ 
EE G* ) 2 5 6 ) 7 


=lim -e* 
1 X— +6 
خی اي 1 = ر مقارب مائن‎ (D): زان المستقيم‎ =0 
یہت‎ 7 
)-(1x+1)=-e*<0 E. 


إذن : من أجل كل × من ]ت + ;0] فان 0> (1 + »ل ) - 00 
أي : المنحنى (C)‏ يقع دائما تحت المستقيم المقارب (00. 


126 


سلسلة هباج 


الإنشاء : 


التمرين — 25 3 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب فح =( 
e‏ 
نسمي (C)‏ منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس J)‏ ;0;1) 
1 - أدرس تغيرات الدالة f‏ 
2 - أنشئ المنحنى ٠ (C)‏ 
الحل - 25 
1 التغيرات : f‏ معرفة على ]6 + : ہ -[ 


E 5-3 77‏ نا لان و ےم lm‏ 
اتی = شش im f(x) = lim‏ ن 
1 ۱ء xo xo‏ م x—-‏ 
4x 45 5‏ 
ت 82187 زد )38( $ lim e*#=0 ùy lim =m‏ 
e (1+e) x—Ə+oe 1+٣٦‏ و+جہ× E‏ 7 مہ + x>‏ 
f‏ قابلة للاشتقاق على IR.‏ و دالتها المشتقة : 
ee‏ 16 ۔ )3-*(*48-)1+ “48*6 E‏ 
1 + سی 7+ سای 
إذن : من أجل كل x‏ من IR‏ فإن 0<( 
منه : جدول تغيرات الدالة f‏ : 
x - 0 es‏ 
+ ۶00 
1 


2 الإنشاء : 
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. منحناها في معلم‎ (C) ب 3+ 8 =( و‎ R دالة معرفة على‎ f 
Ç 20۴+ D) 

1 أثبت أن المنحنی (C)‏ يقبل مستقيمين مقاربین يطلب معادلتهما . 

2 أدرس تغيرات الدالة f‏ . 

3 أرسم بعناية المنحنى (C)‏ ۔ 


الحل ‏ 26 
0595-3 جد سنا - ا slim‏ لأن lm e“=0‏ 
2 (20+1 جع 8 
إذن : المنحنى (C)‏ يقبل مستقيم مقارب معادلته 3/2 = y‏ في جوار 7 - 


lim f(x) > lim 
X— + ا و‎ 


; 3(( 
Bm EO wapus 4+30) 
جع‎ + 2(1+0) 


5 
إذن : المستقيم ذو المعادلة 2 > ر مقارب للمنحنى (C)‏ في جواز 60+ 
3ح غات الذالة ۴ + ۴ .مكرفةا على IR‏ 

lim f(x 0 lim 082 

XxX—> += xX— - x 

: و دالتھاً المشتقة‎ IR قابلة للاشتقاق على‎ f 
کو )جن کی ےم و‎ 3) 

(+ 1) 


£) ۶ 


6 758 
4(e`+ 1°‏ 
fa‏ ات وت 
4(e`+ 1(7‏ 
11ے 
کیا مویہ ...مم ل A‏ ال )1 + 4(e*`‏ 


منه جدول تغيرات الدالة ۴ كمايلي : م٠‏ 0 کات 


7 الإنشاء : 
التمرین — 27 3 
f‏ دالة معرفة على ]× +;1-[ ب ك رمم 
EE 1‏ 
نسمي (C)‏ منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (ل : 1 : ©) 
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لیکن 0 عدد حقيقي من المجال ]× +;1-[ 
1 أكتب معادلة مماس (C) ¿J‏ عند النقطة ذات الفاصلة o,‏ و لیکن (T.)‏ هذا المماس . 
آنه توجد قيمتين للعدد CL‏ يكون من أجلها المماس (Ta)‏ يشمل مبدأ المعلم . 


الحيل — 27 

frat‏ تبیہ لشاف عه ]مه + : 1 -[ و دالتها المشتقة 
سس = hee EXE HE ee‏ عي 
GFE GEE? (x +1)”‏ 


إذن : من أجل كل عدد حقيقي © من المجال ]6+ : 1 -[ فين :غك > روا 
EE‏ 
نتيجة : معادلة مماس المنحنى (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0 تكتب من الشكل : fia)‏ + (© - »)()'۴ = ل 


y= e) (+ 6 : أي‎ 


:2 
s‏ > چس سیوا ا تہ یت ہیا اد 
š 7 (m +1) (m+1) a+!‏ 


2 — يكون (T)‏ یمر بالمبدا إذا و فقط إذا تحقق مايلي : 


أي : 


]ص : 1ع[ ae‏ ری 
3 3 1 

Cd‏ ہت یا 3 0-0 C‏ == سے 
[ دين )1+ (a‏ ےئ E=‏ 


š sË: 1] ; + ]مك‎ 


+1-0 


Ë i 

[e e] 1:;+e@[ أي‎ 
L-0 +» +1 =0 

(ae ]- 1 ; + 6] 


0 8 


lae {= 


: مزا 
ي 

ا E‏ 
7 اا ا 


L. 


جد مماسين عند النقطةاذات الفاصلة بن بار ال COW‏ و — 3 پچ کا کن 
= 28 

f‏ دالة معرفة على IR‏ ب fix)=e*-x-2‏ و (C)‏ منحناها في معلم 

1 - أدرس تغیرات الدالة f‏ 

2 - بین أن المنحنى (C)‏ بقبل مستقيما مقاربا مائلا يطلب معادلته . 

3 بين أن المعادلة 0= (1)2 تقبل حلا وحيدا » حیث 0,44 - > > 0,45 - 

4 إستنتج إشارة f(x)‏ على !11 ۔ 

28 — =" 

1 - التغيرات.: Í‏ معرفة على ]© + : © -[ 


lim e = + وو‎ 

+ >2 پر کم نوناك رجا lim‏ لان مه = x‏ 
x—-‏ ودجيير S‏ سک یں 

ص۔ × 
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يت lim f(x)=lim‏ أن lim e*=0‏ 
X— +e x— +o‏ م + جد x‏ 
۴ قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالِتھا المشتقة : 
رجام سردت ہے )ام 
ان :"من أجل كل x‏ من IR‏ قان f'60<0‏ الأن. ,0 <(ا + 6) 


نون ارت لالہ ag‏ ا ہے 
ا ۶0 
0+ 
f(x) 1‏ 
0 
وو 
2 لدينا : lm [f(x)-(x-2)]=lim e*=0‏ 
x— +e‏ وہ + ج × 
إذن : المستقيم ذو المعادلة y=-x-2‏ مقازب مائل للمنحنى (C)‏ في جوار +٥‏ 
8ے 0.01 = 2 - 0,45 + 1,56 = 2 - 0.45 + ° = (0,45 f)‏ 


fC 0.44) = ۱۸۰۸+ 0,44 - 2 = 1,55 + 0,44- 2 = - 01‏ 
نتيجة : 1 مستمرة على [0,44 - : 0,45 -] 
x 1)- 0.44) > 0‏ )0.45 -)1 
إذن : حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإن المعادلة 0= (»)۴ تقبل حلا » من المجال ]0,44 -: 0,45 -[ 
بما أن f‏ متناقصة تماما على IR‏ فإن هذا الحل وحيد على .R۸‏ 
4 لدينا 0= (»)۴ مع 4 - > 3ن > 0,45 - منه حسب جدول تغيرات الدالة f‏ 


نستنتج إشارة f(x)‏ كمايلي : .مه + x |-> a‏ 
5 0 10 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب كح = f(x)‏ و (C)‏ منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (O; T; J)‏ 


1 أدرس تغيرات الدالة f‏ . 

2 - بين أن المنحنى (C)‏ يقبل مستقيمين مقاربين يطلب معادلاتهما . 
3 أثبت أن النقطة (1/2 : ۸)0 مركز تناظر للمنحنى ٠ (C)‏ 

4 أكتب معادلة المماس (T)‏ للمنحنى (C)‏ عند النقطة ۸ . 


لتكن g‏ الدالة المعرفة على IR‏ كمايلي : 0 +1 = ومع 


5 - بین أن من أجل كل x‏ من 18 : للف ہیں 
7 : تام + 4)1 


6 شكل جدول تغيرات الدالة g‏ . ثم إستنتج إشارة g(x)‏ على 1۸ . 


7 — إستنتج الوضعية النسبية للمماس (C)‏ بالنسبة إلى المنحنى . (©). 
8 - أرسم بعناية المنحنى ٠ (C)‏ 


29  لحلا‎ 
: f تغيرات الدالة‎ - 1 
3 IR معرفة على‎ f 
lim e*=0 ¿W lim f(x) - !كت سنا‎ 
x> - 0 x—- 6 x—-e 1+ ع‎ 
lm e*=0 ٹن‎ lim fe)=lim e` - ہے = — دز‎ 
x — + co X—+eo x—+eo +e x—+cee(e*+1) ۔‎ 0+1 
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: و دالتها المشتقة‎ IR قابلة للاشتقاق على‎ f 


عد داك ا 
(rey (Fey‏ 
إذن : من أجل كل x‏ من 01718 2 £60 
منه جدول تغيرات الدالة ؟ : x [|-> 0 Lees‏ 
کر آ(۶0 


ہے f(x)‏ 
2/ 
2 — المستقیمات المقاریة : 0 


لدينا : 0 > (×]) 1183 إذن : المستقيم ذو المعادلة 0 > ر مقارب للمنحنی (C)‏ في جوار ٥‏ ۔ 


ھچ ې 
lim 1)8(- 1‏ إذن : المستقیغ ذو المعادلة 1= ر مقارب للمنحنى (C)‏ في جوار »+ 
x— +c‏ 
3-من أجل كل x‏ من IR‏ فان :. 12 ء (د۔) أي e IR‏ [×-(2)0] 
Í esas E‏ مس قت و 
٦ 1‏ و سے I+e”‏ 
سوہ ا اك ہے ہر کہ یٹ درا 
من جهة نري لے لكك - بے 1 - 19 - (01/2 


نتيجة : من أجل كل × من IR‏ (×4-(2)1/2 = (<- (1)2)0 
إذن : النقطة (1/2 : ۸)0 مركز تناظر للمنحنى (C)‏ 
4 معادلة المماس عند النقطة (1/2 : ۸)0 تكتب من الشكل : 
y = f'(0)(x — 0) + 10(‏ 2ے 5 


منه : معادلة المماس (T)‏ هي : 
5 اع قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 


(1 +e 4۔-‎ 
4(1 +e) 
1+2 کم‎ +e* —4 e 
4(1 +e) 
IDE r es 
4(1 + e° 
(I Sy 7 
وہ جج ہہ‎ FEY 


6 لاحظ أن (×)'ع من إشارة (1 )٥-‏ لأن المقام موجب كمايلي : 


x - 0 + co, 
2 > 
چک حنم‎ + 
jn 050 م لبیل شرك وم ایل صل ومو سا‎ 
دجوي‎ 6 KS K4 2 مجع‎ 4 2 


11 


سلسلة هباج 


2 س۰ m x)=lim‏ ۔ 1 lim g(x)=lim‏ لان 00۶1۱ lim‏ 
2 فی + — x—+%e% x—+ 2 X‏ م + — X‏ 
منه : جدول تغيرات الدالة ع كمايلي.: ى , EE‏ 
> 
g (x) i +‏ 
+ 0 
20 
0 
36 
w‏ 1 5-1 
=— ۔ سے س (0])] ات +(0) دی = (0)ع 
إشارة (<)8 كمايلي 
x = OC 0 eos.‏ 
Da‏ ب 577 - )2% 
7 — الوضعية النسبية ل (C)‏ و (T)‏ : 
لدینا : ديع = 0ك بل 
إذن : إشارة ةا جحل هي إشارة g(x)‏ كمايليٌ : 
x = 0 a‏ 
s‏ 1 9 (- لل E‏ 
نتيجة : لما ]0 : © x e]-‏ : المماس (T)‏ يقع تحت المنحنى (©). 
لما 0= × : المماس (T)‏ يقطع المنحنی (C)‏ (مماس له) 
لما ]٥ہ‏ + : 0[ x‏ : المماس (T)‏ يقع فوق المنحتى (©) ۔ 
الإنشاء : 


التمرين - 30 
f‏ و g‏ دالتان معرفتان على المجال t f()= e` sin x :> [0 ; z]‏ كت د رمع 5 
نسمي (C)‏ و (C;)‏ 2 8ؤ 3 0773 و8 في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس l: D‏ 
1 - أثبت ان (C)‏ و (C2)‏ يتقاطعان في نقطة ۸ يطلب إحدائياها . 
2 - أثبت أن (C)‏ و (Co)‏ لھما نفس المماس عند النقطة ۸ . 
الحل ‏ 30 
1- “م کت وف 
f(x) > g(x) =‏ 


Sin 2: 1 
a 
Xx 5/2 
EEO: 


2 جرح 


(O; 


2 


نتيجة : (Ci)‏ و (02©) يشتركان في نقطة واحدة ۸ إحدائياها ((۴)/2 : ۸)/2 آي : ا(٥‏ : 2/م)ھ 
2 - معادلة مماس المنحنی (Ci)‏ عند النقطة ۸ : 
cos x‏ كع + f'(x) = - e` sin x‏ 
=e (cos x — sin x)‏ 
ا مو یج O)‏ تی ري 1 
منه : معادلة المماس هي : + روج EE y =e (x‏ 
معادلة مماس المنحنى (C,)‏ عند النقطة ۸4 : 
e`‏ - > ورا 


ا یئ سوا او 2 وص 
نستنتج أن المنحنيين (CI)‏ و (رٴ)) لهما نفس المماس عند النقطة ۸ و معادلته 


ارنة المعادلتين :1( و 
e‏ + زو -e*2(x‏ 
التمرين ‏ 31 

هل الدالتان المعرفتان على ]> + : 0[ بے f(x) = In(x + 1( —In(x)‏ 


و (10)1+1-()ج متساويتان t‏ 
1 سوا 
لدينا f‏ معرفة على ]ب + :0[ ومن أجل كل × من ]+ ;0[ QB‏ : 
(ط + 1(1 = In( ÊL)‏ = ومما- زا + ۲ط = f)‏ 
x‏ 4 

و من جهة أخرى : ج معرفة على ]هه +:0[ و من أجل كل x‏ من ]ت +: 0[ 
فا ا یت 
فان 7 gG) = In(1‏ 
نتيجة : من أجل كل × من ]5 + :0[ فان f) =In(1 + L)‏ = رط 

أي فعلا الدالتان ۾ و f‏ متساويتان على المجال ]6 + :0[ فقط 


دار 1 الذالة £ معرفة من أجل e‏ أي ]ھ+:0[ء x‏ 
xZ0 xZ0‏ 27 
الدالة + Í si at‏ .7 
اكت 58 0> í [s=‏ ل و" 


أي ]مه +:0[0ا]1- مداع 
أي g‏ معرفة على ]0 + : 0[لا]1 - : » -[ 
التمرين ‏ 32 
لیکن p‏ كثير حدود للمتغير الحقيقي x‏ حيث 2-26 11 + 7< 3 + 223 - ےریم 
1 تحقق أن (× - 2()3 + »)(1- × 2) = (5)م 
2 حل في IR‏ المعادلة 0 > (×)م 
3 س إستنتج مجموعة حلول المعادلة 5-6-0 8[ 11 + -2(Inx) +3(Inx)‏ ثم حلول المعادلة 
e-6 =0‏ 11 جات 3+ تم 2- 
الحل ‏ 32 
أت لدينا : 2x2 +3 x-2‏ =2 ہر پر + Ox - (x + 2(- 2 x‏ 
مئه +3x-2)G- x)‏ 2« 2) >> 2)3 + )(1 -» 2) 
32-6+2-ع 3+9 2-2 6د 
محير ] x‏ 233 = 
—p(x)‏ و هو المطلوب . 
ب 0= 2x -1% +2) -x)‏ 4 0= وهنم 
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2-1-0 
> یرپ‎ + 2-0 
3-x=0 
KZ; 

او 
x=-2‏ 4 < 
x= 2‏ 


أو 


أو 


أو 

(1⁄2;-2:3): هي‎ IR في‎ p(x)=0 إذن : مجموعة حلول المعادلة‎ 
x>0 3 
- 2 [In(x)]) +3 [In()] + 11 ممما‎ -6-0 ¢+ 4 a= In(x) 

P(a) =0 

<0 

€ + G = In(x) 

m e(1⁄2;-2;3) 

x>0 

1/2 صا ع‎ x ما > 2 - أو‎ x j3=lnx 


(تمدع أو تم دير أو (x=e!2‏ @ 
إذن: حلول المعادلة هي المجموعة 3ع , ”م : !) 
-2(e9'+3(92+11(9—6=0_4‏ @ 0 من 11 جات وجا 2 
=e*‏ یم 
a>0‏ € 
١ P(e) = 0‏ 
a= e"‏ 
0ح ج 
w e(1/2;-2;3)‏ 
*م = ] 
لان 0< )3 00ء 5 
3-59 أو  )1/2-6‏ ہے 
x=In3)‏ أو (x=In(1/2)‏ جه 
إذن: حلول المعادلة هي المجموعة ((12)3 : (12)1/2) 


التمرين ‏ 33 
أكتب على أبسط شكل ممكن الأعداد التالية : 
)0 14-17 صا )6( اج 

-21n3 3 2 
7 In 3 +I 2 2 
e (7) n > 3 0 

0 سا رگ ہس 

Ine” -Ine (8) "Tulio: (3)‏ 
In(10000) + In(0,01) (4)‏ ن0 Ine je‏ 
e (5)‏ ب 5ای )10( Imn2+Imn8e-In4ëé‏ 
الحل - 33 
)1( 2ه - 7 ها - 7 صا+ 2 ها - 7 ها - (7 x‏ 2)صا - 7 صا - 14 صا 
+m =ln3-_I2+In2-In3=0 8‏ ما 
7 و 10ا2 _ ln(10)‏ ے 100 In‏ 


10 صا‎ )10( In 10 
In(10000) + In(0,01) = In(10 + In(102) = 4 In(10) — 2 In(10) = 2 In(10) (4) 
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6) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

(10) 


34  نيرمتلا‎ 


l ja‏ تو قافا ب ET‏ كاناى 


e 1+02 062 


e" =2 €‏ يرد 
و = 32 =( )هام ے e2m3‏ 


1 >:2- 3ے تم وز - تم صا 
š‏ -ه با کے = In(e x e!2) = In(e?2)‏ دعل In e‏ 


In e - (In 4 + In e)‏ + 8 ماع 2 ln 4e = In‏ - 6 8 مزع 2 ما 
In 2 + In(22) + 1 — In(22) - In(e2)‏ 
ع 216 -2 م1 2 - 1 + 2 ما 2+3 م[ - 
2-2 ما 2- 102+1 4> 

> 2112-1 


أكتب الأعداد التالة على شكل x‏ هآ : 


(1) 


8 +5ھ-2 ۸-300 


B =2 In(0,1) - 3 In(0,01) + In(2) 0) 


3) 
34  لحلا‎ 
(1) 


02 


(3) 


35  نيرمتلا‎ 


C =2 In(100) - In(1/10) 


A=31]n2-In5+ 3 8 


8 ۔ +5-(ممر- 
n8‏ 1 +5ه1- 8 ملاع 
28-5 = 


5 وا =In(82_‏ 
کھا - 8 لج صا- 
).= 


B =2 In(0.1) — 3 In(0.01) + In(2) 
=2 In(10”!)— 3 In(102) + In 2 
= - 10ها 6 + 10 ه21‎ + In 2 
- صا+ 10 ه41‎ 2 

=1n(10 3) + In 2 
= n(2 x 10% 
= In(20000) 

C =2 In(100) - In(1/10) 
= 2 In(102) — In(10:!) 
=4 In(10) + In(10) 
=5In10 
= In(105) 
= In(100000) 


لاحظ أن :812-808 × أ8 = 82 


۾ و b‏ عددان حقيقيان موجبان تماما . 
أكتب العبارات التالية من الشكل In x‏ 


0) 


ط × 210 + ط جا - د صا ۶< ھ 
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135 - سس 


)3( (ط+ه)صا لخدمل C=In(a+1)—‏ 


35 — 1 
ماده مادم‎ b+ 2 Ina b =In(Ê) + nab) - )ھا‎ x (a bP) = ba) (1) 
B= ماهم مج ما‎ =n a مد‎ (B+ داد‎ f 6) 
: ارم تا‎ aa 
=ln ——= x = = | جد م‎ 
bı b bb 


C = In(a+ 1)- In b+ 3 هيما‎ + b) = (a + دز‎ In[b + In(a + b)” 


=e 8+8 81 
)کا‎ Tr 


at‏ س 


) + In(a + رط‎ 


Jb 36  نيرمتلا‎ 

حل في 18 المعادلات التالية : 

In x + In(4 — x) = In(2 x — 1) + In(3) (4) 2 In(x -3) = In 4 (1) 
In(x+1)=-1+In(x- 1) (S) Inx+In(x—1)=]In2+In3 (2) 
In(x — 1) — In(3) = In(2) — In(x + 4) (6) م21‎ x=lIn(x + 4) +In2x (3) 
36 الحسل ب‎ 

x-3>0 (1) 


2In(x -3( 1164ء‎ 23 jx 3 = In 


= 3 
5 
4ك 2 وت 
x>3‏ 
x-3=-2‏ $ 69وت اک 
x>3‏ 
تا 


5 جه إذن : المعادلة تقبل حلا واحدا هو (5) 

x>0 (2) 
Inx+In(x-1)=In2+1]n3 — x= 1>0 
In(x(x = 1)) = 6ع‎ 
x>0 

1< ×۹ یے 

(xax =6 

x>1 

x -x-6=0 
>l 

| 3(5 + 2-0 
x>1 


IS j 2 


وچ ج 
إذن : مجموعة حلول المعادلة هي [3) 
x> 0 (3)‏ 
x+4>0‏ 


ود >> 2 صا+ )4+ 2Inx=In(x‏ 
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In 2 = In(x + 4)(2 x) 
x>0 

x>- 4 

x>0 
دحتي‎ x + 8 

x > 0, 

x + 8 0 

x>0 
|x) + 8( =0 

x>0 


2 x =0 أو‎ x= -8 


< j 9 
IR إذن : المعادلة لا تقبل حلولا في‎ 
x>0 (4) 
4-x>0 
2x-1>0 
In x(4 — x) = In(3(2 x — 1)) 
x>0 
x<4 
E2 
4x-x = 6 x= 3 


4> > 1/2 
0ء ج + پرو ےریہ 
4> × > 1/2) 
نت e‏ ا 
<x <4‏ 12 
0 00 


1/2>×>4 
x=-3 j x=1 


@<@ 3 ذا (1 -»ع 2)صا- زع - 4)صا+ رم[ 


ہے 


ےج 


ا[ کډ چ 
منه : مجموعة حلول المعادلة هي [1) 
(S)‏ 20 پاچ 
x-12>0‏ 4ه In(x+1)=-1+I(x-1)‏ 
In(x+1)=-Ine+In(x-1)‏ 


x>-1 
جح لے‎ 1 


n)‏ = (1 + عمسلا 


کے ا کے ۲ 25 


وت 
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فوض لأنه سالب) EEE‏ 
(مرفوض Ps‏ = ` 
xep‏ جه إذن : المعادلة لا تقبل حلولا في IR‏ 
x-1>0 (6)‏ 


In(x — 1) - In(3) - (2)ما‎ —In(x +4) @ 4 x+ 4>0 


چک 


° l@+4x-1)=6 
ا ہے‎ 
2۰۱+3 ×--0 
1ج]‎ 
^ 1-2) + 5(=0 
) <1 
x=2 أو‎ x=-5 


2س پر ہے إذن:: حلول المعادلة هي المجموعة (2) 


ا 


التمرین — 37 

حل في IR‏ المتراجحات التالية : 

In(x2 — 2 x) > In(4 x — 5) (1) 
In x+In(x +1) SmG2-2x+2) 0 
In(35 - 8 x) > 3 In 2 + In(x2) (3) 
37 — الحل‎ 

x -2x>0 (1) 


In(-2 x) > In(4x-5) 4 4x-5>0 
یم‎ -2x> 4-5 

x(x -2) >0 

S 42 S 
- x 6x+5>0 
( x € ]- o; 0[U]2 : + ]مه‎ 
< 4 x € [5/4 ; + ]م‎ 
(x - 5)(x-1)>0 
[x [2 ]آہ+:‎ 
Lx e [- :م‎ 1[U]5 ; + ]م‎ 
[5 : + 6] جه إذن : حلول المتراجحة هي المجال‎ x e [5 : + ]مه‎ 
x>0 (2) 
x+1>0 
x? -2x+2>0 
صا‎ x(x + 1) <InG2 -2 x +2) 
x>0 
x> -1 
x € IR 2-2 +2 >< 0 دائما‎ ¿ND 
ظرگر(ر+ی×‎ Ix+2 


ج 


In(x) + In(x + 1) < In(?-2 x +2) <> 
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x>0 
2 رو وہ‎ 2+2 
x>0 
IEEE 
[0 ; 2/3[ ج منه حلول المتراجحة هي المجال‎ 0 >× >3 


35-8x>0 (3) 
In(35 - 8 x) > 3 In 2 + In x? eÍ >o 
In(35 — 8 x) > In 8 x? 


×8 
کر‎ x 2 0. 


35-8x>8x 

x e ]- زمه‎ 0[U]0 ; 35/8] 

SEBR ISSO eens (1) 
A= 64 + 32 x 35 = 32)2 + 35( = 32 7 : 18 لنحل المتراجحة )1( في‎ 


7 — gl: 28-47 اتا ھ4 ے‎ 
P E ل‎ AT © 
8 


16 
منه : حلول المتراجحة 0 > 8-35 + 2< 8 على IR‏ هي المجال | = ]| 


m J ه| شيل - ات‎ sS 
[42# : ofu]o; š EY 


38  نيرمتلا‎ 

أدرس إشارات العبارات الجبرية التالية : 

(In x)(n x-1) (3) nx-In3 (1) 
2 x In(1- x) (4) (nx+1)(ln x-1) (2) 


x? In(x + 1) (5)‏ - 
الحل ‏ 38 
لدراسة إشارة عبارة جبرية من الشكل (»)؟ نبحث عن حلول المتراجحة 0 < (»)؟ ثم نستنتج حلول المتراجحة 
f(x) > 0‏ (باقي الأعداد الحقيقية) 
3 ساح ×ط Í‏ 
0< ] 
3ج3 
Lx>0‏ 
x>0‏ 
Inxz-1‏ ) 


Inx-ln3>0 ©‏ 
4 جه منه جدول الإشارة كمايلي : 
آے Inx+1>0‏ 


0<×] 
ام جا < × صا 2-29 
EKG‏ م + 


< : ج> منه جدول الإشارة‎ 3 x > J 
> 


0<×] 
ع ساح صا | 


N 3 F22% 0‏ 
کے 5 > منه جدول الإشارة : > 
)ا 


Inx-120 +4 


x 0 le كا م‎ 
+×طا‎ 1 I - 0 + 
Inx-1 | = 0 7 
(Inx+1)(nx-1) + 0 i Ó 7 
<0 (3) 
ام‎ 
x 0 1 + > 
> < x>0 
Inx = 0 31 منه:‎ E 
x>0 
nx-120 eme 
3 lo +=, 0 
Inx-1 - D 5-5 < eÍ 2 
x 0 1 Š 7 : خلاصة‎ 
In x - 0 + 
Inx-1 - 0 3 
In x(ln x - 1( + 0 5 5 و‎ 
1-x>0 (4) 
أت 020 انها‎ zh 
x<1 
A ESS 
- 0 0 1 
In(1 —x) `+ 2 
خلاصة : 0 کا‎ 
In(l —x) + 
28 - 
2 x In(] — x) 2 
1+x>0 (5) 
e E DEO a ET) ST 
aa 
و لفت‎ 
0801021 0 کے کی ا‎ x>-1 
مھا‎ + 1) |] 7 0 5 ; x>0 
x - 0 -1 0 + : خلاصة‎ 
In(x + 1) 1 7 55 
ے‎ x - x 
- × غير معرف|(1 + »)م1‎ |] = 1 3 
39  نيرمتلا‎ 


م كثير حدود للمتغير الحقيقي x‏ حيث : 144+ ”×25 -*× = ()م 
1 - حل في IR‏ المعادلة 0= (×)م 
140 


2 إستنتج حلول المعادلة 0 - 144 x+‏ 2500 - *(< ها) في IR‏ 
3 إستنتج حلول المعادلة ‏ 0 - 144 + *[(< [In(n x) - 25 [In(ln‏ :في IR‏ 
الحل ب 39 
سے 0 -44] +2 
<y s)‏ 
y+ 144 =0‏ 22-25 ]| 


P6050 نه‎ x 


جه 


28 2= yy =0 
¢ -16y - 9( <0 

0ھ 

y=16 j y=9 


2 
x2=9 , 
= Í š 3 

2 ss 08٠0 


x=3 او‎ x=-3 ` 

أو À‏ جه 

Lx=4 أو‎ x=-4 

xef-4:-3;3;4)‏ <> و هي حلول المعادلة 0 = (×)م 

لاتب x>0‏ 
Inx=a‏ 4ت 144=0 + زج مك2 - كلدم 

P(a) = 0 

x>0 

وخ روا ہے 

حسب السؤال (1) (4: 3:3۔:4۔اء 
0<×] 

4 أو Inx=3‏ أو 3 ہے ھا أو e linx=-4‏ 


> 


=× أو تم دي او =× او G=‏ بے 

إذن : حلول المعادلة المطلوبة هي : (۱م ;م قتع ب “م 
= 0× 
Inx>0‏ 

y=Inx 

U “[(رمل)]‎ - 25 [(In y)] + 144 = 0 

x>0 

Inx> 1ه‎ 

y=Inx 

حسب السؤال )2( ڑت او تم ام ر 


×< 0 


[In(ln “ڑ(<‎ - 25 [In(ln x) + 144 =0 ¢ 


E x> l 

ا[ > × جا او =e‏ × ا أو کت 
š š 5‏ ےجا 
((ey r; (el O ; (e)° 3‏ ع SY‏ 
e8‏ 0 = 5 

(e) }‏ ; ۴(ھ) : ۶() : XE ))٥(۶‏ 
xe (css; es u est)‏ ج ری :طول ساس ھکر کے کی اک 
2 کی ٤‏ 

لان e*>1‏ من آجل- 0 < × 


8 
حذار ! “)ع e°‏ و لکن “م = (ee‏ 
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التمرین — 40 

م كثير حدود للمتغير الحقيقي x‏ حيث 4822-4-3 - (0)م 

1 - عين جذور كثير الحدود م 

2 إستنتج حلول المعادلة 3-0 -× جا 4 - 2(2 4n‏ 

3 إستنتج حلول المعادلة × جا - (3 + ×)صا - (3 - 1n(4 x‏ 

الحل ب 40 

4x? 4-3-0 25‏ > 0= يوم 
A=16+48=64‏ 


2۰ 
3 


2 8 
نتيجة : جذور كثير الحدود p‏ هي (3/2: 1/2 -) 
2= 0< ( 
ماده 1ه 4(Inx-41Ix-3=0‏ 
P(a) =0‏ 
x>0‏ 
نيما a=‏ 4ه 
(1/2:3/2-)ع la‏ 
0<« ] 
2ء ×× جا أو Inx=-1⁄2‏ 
zl] x= 2‏ 0 ۓ پر > 
خلاصة : حلول المعادلة 0 3 -× هم[ 4 - 405(2 هي )92 ;12( 
x>0 -3‏ 


In(4x -3)=ln(x + 3(- کر @ ما‎ 


03ت 
In(4x—3) In( = )‏ 
x>0‏ 
x>-3‏ 
x > 3⁄4‏ 
=3— 4% 
x>3⁄4‏ ] 
x(áx-3)=x+3‏ 
x> 4‏ [ 
3-0-ع4-تير4 ٦ہ‏ 
x>3⁄4‏ ( 
x=3⁄2‏ أو e l x=-102‏ 


(3⁄2) جه إذن : حلول التعادلة ھی۔‎ x=3⁄2 


+9 


< + 


التمرین — 41 

م كثير حدود للمتغير الحقيقي x‏ حيث 2-2-1 2 - (5)م7 

1 - عين جذور كثير الحدود م 

2(n x) -Inx-1 إستنتج تحليلا ل‎ 2 

3 - إستنتج حلول المتراجحة 0> 1-× م[-”(× 2)8 ثم المتراجحة 0 < 1-× ھا - 2( 200 
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الحل - 41 
-x×-1 =0 =l‏ ×2 ے 0= وم 
A=1+8=9‏ 
إذن : 1= 3ل =× 
t‏ منه : جذور کثیر الحدود P‏ .هی : [1; 1/2 -) 
ep st‏ لے x= L:‏ 
2 4 
اح اہر )2 + po9=2(x- 1)G‏ 
إذن.: نضع .| 6 9-5 منه : x - 3 = p(o)‏ ما - xJ‏ 200 
0 <× 


( ((1-(2- 
=2(mx-1)(n x )‏ و هو التحليل المطلوب 
 (Inx-1) (Inx+ }) <0 9‏ 0ك =Inx-1‏ لد203 


إذن : يكفي دراسة إشارة (nx-D‏ ثم إشارة (mx+j)‏ كمايلي : 


x>0 
I Ix-120 2٦ ع ماح دو‎ 
x 0 3 + r 
ےتا‎ x>0 
Inx-1 |! 3 0 “i سے‎ 
(x>0 
Inx+1/2 >0 “1 mxz-1⁄2 
]×<0 
T1 Tx ا ا‎ 
x 6 ات ام‎ o (x>0 
-×طا‎ 1/21 - 0 + = 1 x >e! 


x |o E 


+ 

“In x+1⁄2 2 0 + 
5 " 

— = 

Jaa‏ المتراجحة 0>( 3 + × ہ)(1- × «1) هي المجل [ہ:۶ئ] 


إذن حلول المتراجحة 0<( (nx-1)(nx+}‏ هي ]م + J0;e12[U]e;‏ 


التمرين ‏ 42 
حل في 1۸ جمل المعادلات التالية : . 
x+y” = 9 (3) 00۷ 0)‏ 
In 0 In x + Iny = In 0‏ د نر صا + × In‏ 
(d) 1 (2‏ و + 
In x/y =-In3‏ 2 سا - ترما+× ھا 
الحل- 42 


2 x>0;y>0 (1) 
O 022 
ماح نوما +ع صا‎ 0 In x y= In 0 
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x>0:y>0 
e sue. (1) 
xy = 1000 .... (0) 
y=60-x : )1( من المعادلة‎ 
x(60 = 1000 : إذن المعادلة )2( تصبح‎ 
60x - 1000 + أي‎ 
. × و هي معادلة من الدرجة 2 ذات المجهوؤل‎ ×” 60 x + 1000 = 0 أي‎ 


A = 3600 — 4000 = - 0‏ إذن : المعادلة لا تقبل حلولا في IR‏ 
نتيجة : الجملة لا تقبل حلولا فی IR2‏ 


5 xy>0 (2) 
L s. کھت ل‎ 


In(x/y) =- In 3 


In Š = In(1/3) 
x 
x y> Ü 
وم رف کے‎ E 0) 
RYE SONS (0) 


بن (2) E‏ 
إذن : (1) تصبح : 16-0 -(2 2)3 +× أي 16=0-×6+ × 
A= 36 + 64 0‏ 


من اجل 8ء اقان 3-24 منه : 192 = (24 -)8 - = ر × مقبول لان xy>0‏ 
من أجل 2= × فان 6 y‏ منه : 2060-2 رل × مقبول لان Xy>0‏ 
خلاصة : حلول الجملة هي الثنائيات : ((6 : 2) : (24 - : 8 -)) 


3 


= Int) = ii 3 


= 
25 x? + 2 y د‎ 64 + 2(-24) = 64 — 48 = 
In(x/y) = In(-8/-24) = In(1/3) = - In 3 


x>0;y>0 3 
ا‎ = [Ze (3) 


Inx +In y = In 60 In xy = In 60 
x>0:y>0 

5 12 510 

xy=60 )ب‎ 


من المعادلة (2) : ×/60 = لر 
إذن المعادلة )1( تصبح: 60/×(=169) +× أي : و6 3600 2 
x‏ 
4 
أي وم 13600 أي 0= 3600 + × 169 - × 
نضع ”×= » حيث 0< SM‏ : 0= 3600 + » 02-169 
OE OD) = (169) - (120 = (169 = 120)(169 + 120) = 49 x 289 = (7 x 17‏ = 


E 7x17 _ 169-119 _ 50 5 
I” 2 2 2 
پور ے 2288 1694119 _ 1694717 سی‎ 


275 2 
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SM‏ : کو بے یس ور ہےر 
منه : )12112 چیم e‏ 
لكن : 0 <ع: - إذن .1512ء ×۶ 
من أجل x=5‏ فإن y=605=12‏ 
من أجل 12 =× قإن 5= 60/12 = ر 


)4( 
3ے 9= x+y‏ 
2ءء ۲ صا+×صا 
; [ 
من المعادلة (2) : 6 
إذن المعادلة )1( تصبح : 9= »/2) + "ب أي و۔ چ وو او 8 2 
آي ضر و دع +× أي 8=0+ ×9× 


0 
أي لحب لي 0-8 
E pu. 7‏ 
أي : x=1‏ بأو x=2‏ 
من أجل 1=× فان 2= 2/1= ر 
من أجل x=2‏ فإن 1= 2/2= لر 
خلاصة : حلول الجملة (4) هي الثنائيات ((2 : 1) : (1 : 2)) 


التمرين — 43 
عین أصغر عدد طبيعي n‏ في كل من الحالات التالية : 
(D‏ 0,02 < ")1/2( )3( 1040 > ")1,2( 
(2) 0,01 > ")0,8( ب (4) 30000 > ")0,035 + 21000(1 
الحل ب 43 sq.‏ 
In((1/2)") < In(0.02) (1)‏ = 0.02 "(1/2) 
n In(1/2) < In(2/100)‏ = 
0 حا = 2 ما ک -nln2‏ = 
In 100‏ 
2 — 80ک و >= 
In 100‏ 
n> a 1‏ = 
1- 6.643 <ه ج (باستعمال الحاسبة) 
6ھ د (لآن 19٦‏ © م أصغر عدد طبيعي) 
In((0.8)") < In(0.01) 2)‏ — 0.01 > ")0,8( 
In(0.01)‏ > (0,8)ما رم = 
In(0.01)‏ 


In(08)<0 لین‎ — n> In(0.8) 


١< 3‏ — باستعمال الحاسبة 
71 ج أصغر عدد طبيعي 
In(1040) (3)‏ > (”(1.2))ما = 1040 > "(1,2) 
In(1040)‏ > (1.2)مام = 
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In(1040) 
— S ES) 
= n238.10 
ج أصغر عدد طبيعي‎ n=39 


)4( کہ > ")0.035 + 1( ج 30000 < "(0,035 + 2100001 
n In(1,035) > In 30 In 21‏ = 
30-21 ےم — 
)0025) 30د 
67ے 
0,0344 
2-1 ج أصغر عدد طبيعي 
التمرين ‏ 44 


3/2 متتالية هندسية حدها الأول 2= رد و أساسها‎ (un)neIN 
أكبر من ”10 ؟.‎ (ua) تكون حدود المتتالية‎ n إبتداءا من أي رتبة‎ 


44  لحلا‎ 
آي "(2)3/2 = ا‎ u,=uo(3/2)" عبازة الحد العام::‎ 
un < 10° منه : 105 < "(2)3/2 ج‎ 
= صا‎ ]2)3/2("[ > In(10°) 
= صا‎ 2+ In(3/2)"> 5 In 10 
= nln(3/2)> 511 10 -In 2 
` SIn10-lIn2 
ج لان 3/2(<0)ہ1‎ E 
= n> 26,68 
٠ جد أصغر عدد طبيعي‎ n=27 
45  نيرمتلا‎ 
f&)= Û - In x المعرفة على ]+ : 0[ ب‎ f أدرس تغيرات الدالة‎ 
7 45 الحل ب‎ 
: [0 : + ©] معرفة على‎ f 
lim f(x)=lim —-Inx 
à و‎ x >0 x >0 
lm — =+ o 
x2y0 * | لان‎ E 
lim Inx=-% 
×0 lim flx)=lim usa ×ط‎ 
م + جح‎ X— +e X 
lim l x=0 ¿V -- 6 
x— + 


: قابلة للاشتقاق على ]مہ + : 0[ و دالتها المشتقة‎ f 
a 107 2 د 2152 ا کے‎ 
(= — - = دوب ) كك‎ 1)1 ( - 0 


> 
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منه جدول التغيرات : + ۵ ١ x‏ 
جه = 
= امم 
+ 
کت وا f)‏ 
۰ 
التمرین — 46 
f‏ دالة معرفة على ]> + ]0;1[U]1;‏ ب ç r‏ 
nx‏ 
أدرس تغيرات الدالة f‏ على ]ع + : 1[لا]1 : 0[ 
الحسل ‏ 46 
f‏ معرفة على ]+1 10311011 
لاح را سے ےہ وناك زيم limi‏ 
x30 xO X yS‏ 
0ئ سناع لے lim r:‏ + 1 0 % 
Inx - + x 1 Sus TO‏ ۱ 
+= 1 سناع ل کا ا lim‏ | 
SO‏ مہا x‏ ۴1 
1 ميك كه Dn U‏ ور Das‏ 
x>+o, x—+elx y+ey‏ 
'! قابلة للاشتقاق على ]50+ : 1[لا]1 : 0[ و دالتھا المشتقة': 
1۔ ٭-۔ 7 
ہہت ہے ور اد 
[In(x)]” x[In x]‏ ۱ 
إذن : من أجل كل x‏ من ]ہ +:1[لا]1 : 0[ فإن 0>(" 
منه جدول تغيرات الدالة f‏ : + کے 0 
re‏ 
ےہ ا f(x)‏ 
0 
التمرين ‏ 47 
أدرس تغيرات الدالة f‏ المعرفة على ]> + : 0[ ب 3 -+ هل - x‏ هل] 2> ری 
الحل ‏ 47 
f‏ معرفة على ]م + : 0[ 
م عت ود کر و[ - 2011032 1-9 ين م + = lim (nx)‏ 
x30 x 0‏ 0× 
x—3‏ 6ا - lim f0) = lim, 2(ln x)‏ 
+c‏ م + و × 
عو ےھ ہت = 
0 1 دق و 
os‏ = لإن = 
f‏ قابلة للاشتقاق على ]مہ + : 0[ و دالتها المشتقة : کا و وت 
(ا-عمرم ل عط مرمرع لط يرود ووم 
إذن : إشارة (×)'۴ على المجال ]6+ : 10 هي إشارة (1 -× م1 4) ان 1x>0‏ 
L 4Inx- 120 4 Inx> 1/4‏ 
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> x= e 
x |o 4 + ےم‎ Lf) منه جدول إشارة‎ 
f'(%) - 0 + 
: f منه جدول تغيرات الدالة‎ 
0 کات‎ 8 
a € 
+ a + 
t@) ہے‎ e 
-25 
8 
fe) = (n ہل ف7 - لت ترون وك لالم ور داق‎ 1 u T 2 24. 25 
(e )=2(Ine J — (۳ 3 = 2)1/4( 3 ET 7 8 
48 — التمرین‎ 
: أحسب النھایات التالیة‎ 
lim 1 (5) lm 2x+Inx 0) 
× جہ‎ +o 3 +0 ۴  ج‎ + مو‎ 
li 3 -<×( 1 6 li +11 2 
E E gm © 
سر سا‎ 7 lim 3-21nx 3 
X — + x 10) 0 x — +o @ 
lm (X -—x)InCx) (8) lim x+5-Inx (4) 
Xp eo x> 0 
48  لحلا‎ 
lm 2x+lnx=+o (1) 
x> + م‎ 
lim (x+I1)lnx=+%e (2) 
X —y +o; 
lm 3-2I1Rx=-@ (3) 
× م + ج‎ 
lm Inx=-o ۔ لأن‎ lim x+5-lnx=+o (4) 
×0 x >0 1 
کا‎ == =lim E. © 
xz + مه‎ 3 + In x مو + جاور‎ 3+y 
lim )3-«( مه - >< ما‎ (6) 
X — +6 
2 : + In x 2 In x 1 

Ipx2=2]x إذن‎ x>0 اط 1 لأن‎ =l =— 

- ري‎ S 5 جر‎ + oo In(x2) SG fiix 2 0 
lim (<2—x)In(- x) = + oo (8) 
x> ۔‎ ہ٥‎ 

التمرين ‏ 49 
أحسب للك ھت 
<مآا- 1م + جع 
الحل ‏ 49 
1 
l+Inx mxGax +1)‏ 


X> +o )×ط‎ -1) 
nx 
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=lim 
x— +o _1 
=1/⁄-1=-1 
50 — التمرین‎ 


( = دالة معرفة كمايلي : [(1 -×)186] 8ا‎ f 


لان 


f(x 


lim 1.0 
x— +c مآ‎ 


1 - بین أن f‏ معرفة من أجل كل x‏ من المجال ]5+ : 12[ 


lim f(x) و‎ lim f(x) احسب‎ 2 


۴32 اک + xX—‏ 
الحل — 50 
f 1‏ معرفة من أجل : 


أي 


35 x-1>0 
> |In@-1>0 


1<× 1 
21-1 | ہے 


xT 
In(x -1)> 1 


ا چو 
جک آي 2 


f : <‏ معرفة من أجل كل × من المجال ]ها *: 2[ 


2 لديتا : 1-(2-1) تنا 
x32‏ 
منه : 


إذن : 


أي : 
و م + > (1-*) lim‏ إذن : 
X— +e‏ 


منه : 


: آي‎ 
51 لقن‎ 
: أحسب النهايات التالية‎ 
ا‎ ×) O 
lim In(1 + 3 x) 
x— 0 x 


)0 
الحل :51 


In(x — 1) = In(1) = 0 


In y 
0 


In y 
+c 


(3 


(4) 


lim 
x32 
In [In(x — 1)] = lim 
y> 
lim f(x) > - هه‎ 
x2 
lim ı In(x-1)= + م‎ 
X— +o 


In[ln(x—1)] =‏ سنا 
+o‏ — × 


lim 
x2y2 


lim 
y 
lm و ط2ظ وہ‎ 
×+ 


lim 
x> 


2 Inkx + 1) 
x 


In(1 + x/2) 
20229) 


x2y0 


لاحظ أن عند التعويض في الحساب نحصل على حالة عدم التعيين لان البسط و المقام يؤولان إلى صفر معا إذن يجب إزالة حالة 
عدم التعيين في كل مرة . لذلك نلجأ إلى إستعمال تعريف العدد المشتق كمايلي : 
1 لتكن f‏ دالة معرفة ب (×2+ 152)1>-(1)2 على المجال ]مہ + : 1/2 ] 


0= .و دالتها المشتقة : حش‎ [- 1/2 ;+co[ قابلة للاشتقاق على‎ f 
x< 
5 : 
'(0)= إذن : 2= س‎ 
۲)0) E إذن‎ 
رمع‎ Im O 0 كن کت رف لک شی ع‎ 
%50 X0 
می رز رك رو ولد قار‎ O e 
0ج×‎ S 
: In(1 + 2 x) 7 
f(0)=lim أي : تك‎ 
ي‎ x—0 & 7 
2 ٦ بت‎ 
x—>0 2 
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گا 


lim 2907 200 خلاصة : ہے‎ 
x>0 2x 


f(x) =1n(1 +3 x) —]-1/⁄3;+co[ على المجال‎ f نعرف الدالة‎ 2 


£) =7 : قابلة للاشتقاق على ]© + : 1/3 -[ و دالتها المشتقة‎ f 
ع و ہک شڈ و‎ 5 

إذن : 3= -(1)0 

إذن 8 )0( مت 

لكن حسب ضرق له لک 0 220صو ام 


O 20 


In(l + 3x)- O 


f(0) =0 ¿S F(0) = lim : آي‎ 
X—+0 x 
+1)طما‎ 3x 
f'(0) > lim ا‎ : 
ج>×‎ 0 5 
rE RN 
3=lim أي : للت‎ 
xX— 0 x 


Indl + 3 x) ل‎ lass 


x‏ 0 جع 
3 نعرف الدالة f‏ على ƏasW‏ ]+22[ ہے ).1 + f(x) = In‏ 


r= گلا‎ 


+ قابلة للاشتقاق على ]2 + : 2 -[ و دالتها المشتقة‎ f 


فك : 1/2 = 2 رمم 
6 1+0 


لکن حسب تعريف العدد المشتق عند 0 فإن : 


۱ 


RO)‏ - (جاا 


۲)0( > lim 
x—>0 ٥ 


0- وله +01 


1/2 = lim آي‎ 
1/2 = ا‎ 
x 
2 In(1 + د‎ 
lim 2 
×0 x 
لما 0 ج × فان 0 جر‎ 
InNx+1) ہے‎ 
lim — =lim 
x0 Nx و‎ 


: نعتبر الدالة f‏ على المجال ]6 + : 0] معرفة ب (ر + 1)1 = (]ا 


مل دحلم <( أي 1= (0) العدد المشتق على الیمین . 
ول 
كن مرو کو ا نان وہ کرو 
50 0 
san‏ كا و رت 
0ر 


خلاصة : بے ا lim O‏ 


x= 0 x< 


iO Sl 207 S TR GP معرفة‎ ka, f 
f(x) = 1 


0 :x=0 
0 أثبت أن الدالة ۴ قابلة للاشتقاق عند‎ 


5 )1 + ھا 
جس رفا ا ا 


X=>0 x-0O جع‎ 0 


x‏ 0 ج× 
In(y +1)‏ 
و 
1 > حسب التمرين 57 . 
إذن : الدالة ۴ قابلة للاشتقاق عند 0 و عددها المشتق 1= (۴')0 
التمرین — 52 
عین مجموعات تعریف ثم مشتقات الدوال التالیة : 


(y>0 حيث‎ x2=y (بوضع‎ =lim 
۲ 0 


f(%) =In(-2x-1) (9) f() = x + In x (1) 

f(x) = 1/2 [In(1 — x) (10) fix) - - ما 2 صا+ ح‎ x (2) 

f(x) = x@ - In x?) (11) 100 = (ln x)? + In x -2 0) 

7 کی = f(x)‏ )12( 6-ع+ 2 2)سا- f(x)‏ 

In x 

8 خط د ر 03( E‏ 

f(x) = E LEE (14) f) =xlnx—x (6) 
2 x: 1 

f(x) =x In x-— 2 (15) f(x) = š +Inx 0 

= مكمه‎ (16) 1) =2 - In x (9) 
Inx-1 2 


(1) × جا +× -(»1 إذن : f‏ معرفة من أجل x>0‏ 
عند ٠‏ £ ر ل 0 


1 K+ 


1) - 1 + = : الدالة المشتقة‎ 
x x 


fix)=-x+I]In2+1nx )2(‏ إذن : ۴ معرفة من أجل 0<× 
منه : ۴ معرفة على ]مہ + : 0[ 


1 1-٠ 


الدالة المشتقة : = شح ]+ - (] 
x‏ < 


)3( 2- × 1+ ٭زد ما =( :انان f s‏ امعرفة من أجل x>0‏ 
منه : ۴ معرفة على ]مہ + ;0[ 
2 


Fe بے ہے‎ TET : الدالة المشتقة‎ 
x x x 


00 00 : لد =( إذن : ۴ معرفة من أجل‎ (b 
nx 
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منه : f‏ معرفة على ]م + : 1[لا]1 : 0[ 
EY‏ .= 


الدالة المشتقة : š‏ = - سے FG‏ 
x(In x)‏ -[(×)ط]] 
وھ ,حورم عو St‏ سترفة من ا 00 01 
3 0× کے 
منه : f‏ معرفة على ]م +: 0[ 
x‏ 
-Inx‏ — 
الدالة المشتقة : nx‏ 1 = للك ين 
x Xš;‏ 
fix)=x]nx-x (6)‏ إذن : f‏ معرفة من أجل x>0‏ 
منه : f‏ معرقة على ]6 + : 0[ 
الدالة المشتقة : دمل 1 - & +603 
1 0 
 +Inx )7(‏ -(1)2 إذن : f‏ معرفة من أجل : ۶۵۸ ما 3 
5 تا و ات 
f :‏ معرفة على ]مہ + : 0[ 
الدالة المشتقة : 1ے سد =+ 1 + =( 


(8) ھا - 2= (»)] إذن 717 مغزفة من أجل x>0‏ 
منه f ٤‏ معزفة على ]ى + : 0[ 


نک ا 


f'ixy=4x-— = — : الدالة المشتقة‎ 
x x 


fix)=In(-2x-1) (9)‏ إذن : ۴ معرفة من أجل 1<0-×2- 
اق 2/170 
aa‏ + £ معررفة على إ2 25 J‏ 
2 وت 5 
aaa BET FA 6‏ 
د اچ لو CE‏ 
(10) 2[(<-1)ها] 1/2 = (×)۴ إذن : ۴ معرفة من أجل 0<×-1 أي 1>× 
منه : ۴ معرفة على ]1 : © -[ 


=P 0‏ د انا 7۳ مدوم 


-Inx) (1D‏ 2): -(:)! إذن : f‏ معرفة من أجل 0< × أي 0ع« 
منه : f‏ معرفة على ]ہہ + : 0[U]0‏ : ہ -[ 


الدالة المشتقة : ln‏ -= 2 2د +رضمر2) >2( 


212+ 2-6<0 معرفة من أجل‎ f : إذن‎ f(x) = In(2 x? + x — 6) (12) 
2+2) - 0 2 


اي ]م + : xe] eo;-2[U]3/2‏ 
منه  :‏ معرفة على ]6 + ; 2[U]3/2‏ - ;© -[ 


الدالة المشتقة : اگاھب E‏ ریہ 
2x +x-6‏ 
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xr) (13)‏ )۹ى o‏ 
x +1 š‏ أ 1× 
3 يي 
(x+1)(x-1)> 0 E‏ 
منه : f‏ معرفة على ,إت : 1[لا]1 -;-[ 
x1 -(x+1)‏ 
spa‏ و E‏ 0 2 ری و اہ 
پک PSI REE GFE)‏ 9 
)14( «مستلححة دوق إذن T:‏ معرقة من لجل + 0ح ٠‏ تاد 
x>0‏ 
منه : f‏ معرفة على ]م + : 0[ 
1 
دما + ]تعره 2+—)x-‏ 
الدالة المشتقة : In x‏ -2 2 0 5-5 0 اما 
x % :‏ 
)5( کے - ها ×=( إذن : ۴ معرفة من اط 0<× ۱ 
1 منه : f‏ معرفة على ]© + : 0[ 
2 
الدالة المشتقة : +x 2x =2 xl x‏ جماعة - 0 1 - & ججماء2 دووم 
ÊL (16)‏ =( إذن : f‏ معرفة من أجل : fx>0‏ | ۴۵× 
Inx-1 #0‏ 1 2× 6ا ۱ 
آي 0<× 
x#e‏ 
منه : f‏ معرفة على ]6 + : 2[لا]ء : 0[ 
ا ا )1 +«( (dnx-1)- Û‏ 
الدالة المشتقة : * ے گے س د( | 
I (Inx- 1) (Inx- 1)‏ 
التمرین — 53 
f‏ دالة معرفة على ]+ ;2[ ب ×1+10+×-<(0)] و (C)‏ منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و 
أكتب معادلة مماس منحنى الدالة f‏ عند النقطة ذات الفاصلة © . 
الحل — 53 
المعادلة تكتب من الشكل : (1)6 + (ه - ×)(ہ)'] > ل 
p=‏ 1 
لدينا : کےا = '(x)=-‏ 
5 = ا f'(x)‏ 
منه : 08 کا و ۱ 
من جهة أخرى : fee)=-e+1+Ine=-e+2‏ 
إذن : معادلة المقاس هي : وحو د وحمي y= PSS‏ 
آي x—(1-e)-e+2 ٣‏ = 
t l‏ ومع سه XT‏ 


سلسلة هباج 
التمرین — 54 
f‏ دالة معرفة على ]> + : 2 -[ بے ح 3 - شح + رن + 2)ما 3 - )1 
بين أن المنحنى (C)‏ الممثل للدالة f‏ يقبل مماسين موازيين لمحور الفواصل . 


الحل = 54 
يكون المتحتي> (G)‏ معن ماري احور yaa‏ عند نقطة ذات الفاصلة × اذا و فقط إذا کان ميله معدوم أني 0 > (×)'] . 
Z : 0‏ + کہ 1اک3 3 3 
x) - 28 +3‏ :+ )3 :2( روزن کت ای S‏ 5 ب۴۱۶۷ 
£ + 2 3 5و جو اك 
مله + وہ wy = x‏ 
3-0 — 0 


x ]مہ + : 2 ۔[ء‎ 
انا‎ Í 2(x— (x + 3/2) =0 

x €]-2;+ ]م‎ 

2ے × أو که 

(3/2ء:1)ء× €< 

نتيجة : يوجد مماسين للمنحنى (C)‏ کل منھما موازي لحامل محور الفواصّضل 
أحدهما عند النقطة ذات الفاصلة 1 و الآخر عند النقطة ذات الفاصلة 3/2 - 

التمرين ‏ 55 
إذا علمت أن 0,58092 = (108)3,81 أعط قيمة تقريبية للأعداد التالية : 
log(3,81 x 102 (3) log(0.381) (2) log(381) (1)‏ 


55 الحسل د‎ 
log(381) = log(3.81 x 102) (1) 
= log(3.81) + log(102) 
= log(3.81) + 2 log(10) 
log(10)= 1 د + 0,58092- لأن‎ 
> 2 
log(0.381) > log(3.81 x 1071) (0) 
=log(3.81) + log(10"!) 
= log(3.81) - log(10) 
= 0.58092 - 1 
= - 0.41908 
log(3.81 x 107) = log(3.81) + log(10) (3) 
=log(3.81) — 3 log(10) 
= 0,58092 - 3 
= - 2.41908 
56 — التمرین‎ 
: حل في 118 المعادلات التالية‎ 
log x - 1 (3) logx=5 (1) 
log x 0 
56 — المل‎ 
3 In x 
logx=5 جب‎ 1 10 5 (1) 


= x>0 
SIn10=Inx 


×< 0 
2 110105 ے‎ In x 


10 =× جج ON‏ : مجموعة ظول المعاذلة هي ۲10 
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x>0 ۶ 
]ا٥ع×‎ = log(107) 


(2) 


logx=-3 4? 


x>0 
209 
)107( 77ء × جه إذن : مجموعة حلول المعادلة هي‎ 
ملاحظة : يمكن الإجابة عن السؤال الأول بهذه الطريقة أي دون الرجوع إلى العلاقة. © الل‎ 
n 
5 x>0 6) 
ے 0.01 > × عہ[‎ | log x = 0810 
7×0 
k x= 01 
(10991 071ھ ×× جه منه : مجموعة خلول المعادلة هي‎ 
: 57 — التعرين‎ 
: المتراجحات التالية‎ IR حل في‎ 
log x > 0,1 (3) logx>4 (1) 
log x <log(1 x) (4) logx<-10 (2) 
السيل — 7ڈ‎ 
: فإن يمكن حل هذه المتراجحات كمايلي‎ In لها نفس خواص الدالة‎ log بما أن الدالة‎ 
5 ×0 (1) 
5 اھ د وت‎ 
لے‎ x> 0 
207 
[104 : + 6] إذن : مجموعة الحلول هي المجال‎ 
x>0 (2) 
log x <-10 © log x > log(10"% 
x>0 
0 
7رر 0 م‎ 
[0 : 10719] إذن : مجموعة الحلول هي المجال‎ 
5 Íx<>0 (3) 
logx>0.1 ص‎ | log x > 10g( 10") 
نے‎ x>0 
[2 = 1054 
تا‎ x> 10%! 
]10*"; + إذن : مجموعة الحلول هي المجال ]هه‎ 
×0 (4) 
log x <log(l -x) @ 4 1-<< 0 
ع‎ x<1-x 
x>0 
eË 
x < 1⁄2 
ے‎ 602 
[0: 1/2] إذن : مجموعة الحلول هي المجال‎ 
58 — التمرين‎ 


حل المعادلات التفاضلية التالية : 
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سلسلة هباج 


logx= 


)1( اوت و )3( 0- 2+51 


y'+2y=0 @)‏ رہ" روے ہگ 


العل — 58 - 
بالرجوع إلى الدرس لدينا حل المعادلة التفاضلية من الشکل 29 > ار 
خت تیج هي الدوال من الشكل “تم =e‏ ر ceR* Qa‏ کمایلي : 


y'=3y (1)‏ ائنن: 5٤ ٤‏ ر ۔حیثٌے ابت حقیقی ` 
)2( 

G) 

(4) 

59  نيرمتلا‎ 


1 حل المعادلة التفاضلية 0= ر+'ر2 
2 - عين الحل الخاص f‏ الذي ¿s‏ 1= (4 ١!)؟‏ 
"= ”ب 59 
ر 0-0 


E 
. ثابت حقيقي‎ c مع‎ f(x)=ce? 1 : إذن‎ (G) حل للمعادلة التفاضلية‎ f لتكن‎ 2 


1 n4 
fn 4) =1 ج‎ ce2 0 : لدينا‎ 


2ے 


التمرین — 60 
f‏ هي حل المعادلة التفاضلية 2y'+y-5=0‏ 
هل منحنى الدالة f‏ يقبل عند © + مستقيما مقاربا معادلته 5/2 > ۲ ؟ 


الحل - 60 
المعادلة 0 > 5ے نو + "ڑ2 تكافئ درو از کے O) a. y‏ 
و هي من الشكل y=ay+b‏ = 
منه : حلولها y= ee‏ حیث 4۶0 
a‏ 
lx‏ 
أي : حلول المعادلة (») هي : جٹت۔ نے حيث c‏ ثابت حقيقي . 
کے 
أي : 5+ y=ce2‏ 
وا 
منه : 5+ ) f(x)=ce‏ حیث © ثابت حقيقي 


سلسلة هباج 


لے چا 

jim 2 ان 7 0د‎ Hm تر( ووو‎ ck? +5=5 la 

x — +‏ م + = x‏ م + — X‏ 
إذن : منحنى الدالة ۶ یقبل۔مستقیما مقازبا عند 0د + معادلته. 5 = ر (و ليس (y=5/2‏ 
تمرین — 61 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب 2-4 تم 3ے (م)7 
أوجد معادلة تفاضلية من الشکل y'=ay+b‏ حيث تكون الدالة f‏ حلا لها . 
1 .61 
يمكن حل هذا التمرین بطريقتين مختلفتین : 
الطريقة الأولى : 


(=3 -4=3 د«‎ (C5D 
s c=3 نضع‎ 
f(x) > گا ۔ نو‎ z Sl a=-2 
5 ; 2 
y=ay+b 'هي حل للمعادلة التفاضلة‎ f : < 
ار‎ =-2 y-8 هي خل للمعادلة التفاضلية‎ Í أي‎ 
f'(«)=-6e* : تحقیق‎ 
CC Ap TS ا‎ Saam 
f(x) =-2 1000-8 : إذن فعلا‎ 
y =-2y-=8 هي حل للمعادلة‎ f : أي‎ . 
الطريقة الثانية‎ 
عم 6ح ومع‎ 
ERICA 
=-2 ]3 2ه‎ -4 + 4[ 
م 9۔2‎ 4-8 
52-0 
ےی‎ 2 y -8 إذن .... هي حل للمعادلة التفاضلية‎ 
62  نيرمتلا‎ 


1)( - 2 ب “قت‎ IR دالة معرفة على‎ f 


2 إذن : ce‏ ین 
f : <‏ هي حل للمعادلة التقاضلة y=ay‏ 
أي f‏ هي حل للمعادلة التقاضلیة y‏ 5ے ا 
تحقيق : e *( = -5 f(x)‏ 5)2 ۔ دكأت 10 - > )1 
إذن f.:‏ هي فعلا حل للمعادلة y'=-5y‏ 
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تمارين نماذج للبكالوريا 


التمرين — 1 
1 حل في IR‏ المعادلة 0 -2 +غ 2-5 ذات المجهول ٤‏ . 
s š‏ ای = x‏ 2 
2 - حل في 1۸ الجملة : 2=0+ کت ل ےک 
لیت کش 


1 -1 
1- 2-0 ض کے 27 معدلة فن الارجة وت 2516290 > و 
2= 23 0 
31-1 و 
2 سیت 
إذن : مجموعة حلول المعادلة هي (2:1/2) 
وح 6-5020 2 کان 2010 
1 ے تج کیم کم س۲ و t>0‏ 
1= کے ê"‏ 
تكافئ 2 t=‏ أو t=2‏ 
*م t=‏ 
l/e*=e*‏ 
تكافئ e*=1⁄2‏ أو 2= تم 
x‏ -= ع/1)ما د y‏ 
تکافئ Í‏ 7-2 و۳202 
y = -In(1/2)‏ و x = n(1/2)‏ 


إذن : حلول الجملة هي الثنائيات ((1/2 (In 1/2 : - In‏ : (2 6ا ((In2;-‏ 
التمرين ‏ 2 
حل في IR‏ المعادلتين التاليتين : 
e e-2e=0 0‏ 
+Inlx-1l =In2 (2)‏ |1+< 2اصا 
الحل 2 
e)6 2-1-27 =0 (1)‏ ہے 0= 26 جره ةق 
ا ا کہ سر — 
0 - 2( م)م- e)6‏ ج 


= x = In(2/e) 
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)12)2/6(( نتيجة : المعادلة تقبل حلا واحدا هو‎ 
22-15-20 (2) 
In|2x+1[|+In|x-1|=in2 < 4 x-—1=0 
In|2x+1l||x-1|=!n2 
x= 1⁄2 
1غی ر4 جم‎ 
Inl(2 x+ 1)(x -1)| 2ء‎ 
x#-1/2 
ده‎ x#1 
2ا‎ 8-1-5 
x=-1⁄2 
ہے‎ 4 x=1 
E IIS = 2 
x=-1⁄2 
+4 x1 
(2× -×-3=0 أو‎ 2% -× +1 =0 


المعادلة 0= 1+ 2x2=×‏ | المعادلة ' ,3-0 - + 2 
A=1+24=25 A=1-8=-7 `“‏ 
لا تقبل حلولا في R‏ 1-55 | 

1-= —— دير 

4 

2 ES 3: 

4 2 

Xx#- 1/2 : نتيجة‎ 


Inl2x+1| +Inlx-1| =In2 3595‏ 
x=3⁄2‏ أو x=-1‏ 
x e (-1;3⁄2)‏ @. 
منه : حلول المعالدلة هي (1:3/2-) 
التفرية — 3 : 
f‏ دالة معرفة على [=+;0] ب ۳ -× ماد (م۶ 


ات كسيد وه تيف رس إن 2 =1 


2 — إستنتج جدول تغيرات الدالة f‏ على المجال ]> + : 0[ (دون حساب النهاية عند مه +) 
3 أثبت أن من أجل كل x‏ من ]× +;0[: 2ل >×ھا 


2 إشارة (× غلى المجال ]ت +;0[ هي إشارة. [x‏ -2 لان 2×<0 کمایلی : 
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سلسلة هباج 


٦‏ م9567 01 د 


W 


سلسلة هباج 


منه جدول تغیرات الدالة f‏ : 


x | 0 1 0 
f'(x)| + 0 = 
60ء‎ | 002 E 
و‎ lim * f(x) 
|] š x—> += 


14 =In4- |4=2]n2-2=2(n2-1) 
lm f@x)=lim ع 0[ -عدها‎ - * 
x >0 x >0 
]4 :++ متناقصة على المجال ]م‎ f أن الدالة‎ hay 
lim ؟)x(>0 و بماآن ۴)4(>0 فان‎ 
X —Ə + x 
: من | +:0[ء فان‎ x نستنتج أن من أجل كك‎ f من جدول تغيرات الدالة‎ 3 
. منه << ل> × "ا وهو المطلوب‎ Ix-jJx<0 أي‎ )»( >0 
00 ç 709۶ : لدینا‎ 4 


کے 1/x>0‏ 
منه كار (ضرب الطرفین في ×/1) 
ç In x 1‏ 
(ey. SS 2 1‏ 
أي کہ 2 ) 
من جهة أخرى : x>1‏ إذن :02 <×طا أي ١‏ طقل e:‏ 


نتيجة : من العلاقتين (») و (B)‏ نستنتج أن : 


ملاحظة : هذه النتيجة ستستعمل في التمارين المقبلة . 

التمرين — 4 

. أعداد حقيقية‎ c;b;a ب » + "هم + »+ -(4)2 حيث‎ IR دالة معرفة على‎ f 
. نسمي (()) تمثيلها البياني في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس‎ 

1 - عين cib;a‏ حتى يشمل المنحنى (C)‏ النقطة (0 ;0)0 و f'(In(3/⁄4))=0‏ المستقیم ذو المعادا 
مقارب للمنحنى (C)‏ عند 22 - 

لتكن الدالة f‏ معرفة على IR‏ ب 1+ 6م 62-3 2 - ()؟ 


lim f(x) أحسب‎ 2 
x— + مه‎ 


3 - أدرس تغيرات الدالة 1 

4 حدد نقط تقاطع المنحنى (C)‏ مع حامل محور الفواصل ۔ 

5 عين معادلة مماس المنحنى (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0 . 
6 - أنشئ المنحنى (C)‏ 

الكل- 4 
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lim f(x)=c ا‎ 


وک و 


لان 0 ے e‏ 


f(x) د‎ ae + b e“ + | 1م منه:‎ 


المنحنى (C)‏ يشمل المبدأ )0:0( إذن : 0= 


23-03 x 
aD f 


f'x)=2ae"+be,‏ إذن 


f — 3‏ قابلة للاشتفاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 
إذن : إشارة (×)؟. هي إشارة 3 - "6 4 كمايلي : 
4 < “وات 320 4e"-‏ 
41ي > x ex‏ 
x > In(3⁄4)‏ < 


r = +e, 
46-3 


منه تغيرات الدالة 1 
چ In(3⁄4)‏ 


:9> ج 


.| کر یں 
721 
8 


r 
ES 
5 


لالس 0006 59 بن 
8 8 4 8 
4 نقاط التقاطع مع حامل محور الفواصل : 

0 کر 


:y>0 


e"=1⁄2 


l. 
3 
1 


۰ 


= z 
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e™* =lim 
x بج‎ 


53 ::یکون ayuda‏ المخادلة 1 حر مقارب المتحتی ) 


(10 أي 


ل 


۲0۸) (( =0 ذه‎ ۴8-0 : aa 
ے‎ 3a+2b=0. .. )۵( 
E a+b=-1 لنحل الجملة‎ 
b=-3 3a+2b=0 5 59 
fix) - خم‎ 3et+] کو ڑےع لی‎ 3 ;a=2 أخيرا‎ 
lim f(x)=lim e(2 جد + > ( ٣م + 3 نكن‎ 
X— +o X— += 


E 
f(n())=2(2)- 3(2) +1 


: f(x) =0 ے‎ 2e*-3 e +1 =0 


و 35 
30+10 کے 


y 
=P ot کک‎ 
20-2 >)=0 


lim 
اش اہم ہج‎ 


: اذا وافقط!ذا كان‎ -oo عند‎ (C 


لا بے کی ہا ہہ 


ام و نت + ۶'002 
=e(4e*= 3)‏ 


x 
- 
' 
0 
0 


0 


0 


1 


5 سلسلة هباج 


غاھما۔ (0:0) + (0: 2 طاء) 
V =f'(0O(x—0)+ ROD :‏ 


SK 
aE 


(E2): 


)۴2( و‎ (E) o= 
1:')0( >4 للمعادلة (,۴) حيث‎ f, الخاص‎ Ja) ن‎ 
1:)0( > 1 “a (F>) الخاص :ا للمعادلة‎ 


% 
2و 


- 1 > تج 
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z < x > In(1⁄4) 


— ا‎ — x>-In4 
200 2 0 : g منه جدول تغيرات الدالة‎ 
0 + 
26) 
بات‎ 
8 
1 1 1 -1 


gi SOE EL = S == 
g(- In 4) O وچ‎ 8 


- (×)ع تا فإن المستقيم ذو المعادلة 0= ل (محور الفواصل) مقارب لمنحنى الدالة ع عند م‎ > 0 ES 


نوہ رت7 
6 - التقاطع مع محور التراتيب : 2-1-1 (O‏ 


إذن : منحنى الدالة م يقطع حامل محور التراتيب عند النقطة (1: 0) 
التقاطع مع محور الفواصل : 0 (1 - ۴ئ 0" + g(x)=0‏ 
2e*—1=0‏ ے 


0 ےم جه 
x = In(1/2)‏ < 
x=-In2‏ < 
إذن : منحنى الدالة ع يقطع حامل محور الفواصل في النقطة (0 : 2 15 -) 
7 الإنشاء : 
التمرين — 6 


الجزء 1 : f‏ دالة معرفة على ]م + :1/2 -[- 1 ب =In(1+2x)‏ )1 
1 - بین أن f‏ متزايدة تماما على 1 . 

2 أحسب نهاية f(x)‏ لما × يؤول إلى 1/2 - بقيم كبرى . 

لتكن g‏ دالة معرفة على I‏ ب ×-(»)؟ = g(x)‏ 

3- أدرس تغيرات الدالة g‏ على المجال 1 . 

4 بين أن المعادلة 0 > (×)ع تقبل حلين أحدهما معدوم و الأخر © حیث 2> »>1 
5 إستنتج إشارة g(x)‏ على المجال 1 . 

6 - بین أن من أجل كل × من المجال ]© : 0[ فان ]» : 0[ ع fü)‏ 
الجزء 11 : نعتبر المتتالية 0<,(,دا) J‏ ب 1 > ونا و (,0)) > usa‏ 
1 - برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي د۰ 0[ € un‏ 

2 - برهن بالتراجع أن المتتالية (ua)‏ متزايدة 

3 بين أن المتتالية (ua)‏ متقاربة . 

6 = J 

الجزء 1 : 


1 — £ قابلة للاشتقاق على 1 و دالتھا المشتقة : 2 — دونع 
T+2 x‏ 


إذن : من أجل كل x‏ من 1 فإن. (1+2x)>0 ¿oN f'G>0‏ 
منه ; f‏ متزايدة تماما على المجال ؛ 1 + 


سے lim f@)=lim , In(l +2x)=lim Iny=-@%‏ 
KID y2>0‏ ہر اہج 
3 تغیرات الدالة م : ع معرفة على ]ف +:1/2-[ Ë‏ 
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سلسلة هباج 


lim g(x) = lim Indl + 2 ( - دع‎ - 0o 


x> 2۔‎ x 1⁄2 
lm )ها‎ 27 - o. لان‎ 
x 5-172 
lim g(x) = lim Ind? 2 x)-x 
x—> + 
+2x 
= lim 0060وی‎ 
ات‎ )1+2( 
۹ ا‎ 93 ]n y 1 
lim (1+2x)=lim إذن م‎ y = ] +2x i =lim y|— -— 
W کا = نے و ا ا‎ 2 
ny 5 9 1 
3 پان 0= س "اا حسب التمزين‎ =lim ج )ر‎ 
— y اا‎ > 
=- x 


م قابلة للاشتقاق على 1 و دالتھا المشتقة : 


1-2 2 ,9 ات ا 
m= = =.‏ کے و 
عو( ا دو x |-> 12 He E‏ 
اذن : اشارة (×)ع شال Tip x‏ لان ۶۹۱ RAR‏ = 
ن ار Ë‏ هي اسار ك - + E‏ 
منه جدول تغیرات الدالة g‏ على المجال ]۶ + 1/2-[-: 
x 2 0 1/2 a + x`‏ 


j 7 I 3‏ ° | لجاع 


EE 
8(x) — 2م‎ 5 ' 
0 0 


e) =n +1 - 1 -m2- 2-0 


4 من جدول تغيرات الدالة g‏ نلاحظ أن g‏ تنعدم مرتين أي المعادلة g(x) =O‏ تقبل حلين في المجال 1 : 

0= 1-0 ۳1ا >(0)ع إذن : أحد حلول المعادلة 0 - (<«)ع8 هو 0 

الحل الأخر : ۲ 

0< [ - 3ماء 1-(2 + 1)ها - (2)۱ 

0> 2 - 5 ماع 2 -(4 + 1)ما > (2)ع 

لدينا ١‏ ع مستمرة على المجال, [2: 1] 

ان 

إذن : حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة 0 = (×)ع تقبل حلا © حيث 2> »>1 و هو المطلوب . 
5 بملاحظة جدول تغيرات الدالة ع نستنتج إشارة g(X)‏ كمايلي : 


2 0 lg GOD 


= ب 
g(x) 5 + 0 -‏ 
6 — حسب السؤال )1( فإن f‏ متزايدة تماما على 1 و خاصة على [» ;0] 
nS‏ 
و = یس + f) = ga)‏ لان .0= )8)4 
إذن : جدول تغیرات الدالة f‏ على المجال co]‏ : 0] هو كمايلي : 


x |0 1 x * 


نتيجة : من أجل كل x‏ المجال 0.::01[ f(x) e [0 : 1] Gë‏ ,وإ هو المطلوب + f ¿SD‏ مستمرة) 
الجزء 11 : 
1 البرهان بالتراجع أن : ] : 0[عمنا من أجل كل عدد طبيعي n‏ 
من أجل 28-0 [ک رتا O<‏ میڈ 
من أجل u, = fo) :n=1‏ أي (1)1 = رن Jj‏ كارن> 0 لان »> (1) > 0 
منه : الخاصية محققة من أجل 0 > م و 1 >2 
نفرض أن > O< u‏ من أجل 10 75 
هل ين > ربونا > 0 ؟ 
لدينا e‏ انان : » > (منا)] > 0 آي > يبون > 0 
<a E 50‏ ا ضا0 
- البرهان بالتراجع أن المتتالية (us)‏ متزايدة : 
من أجل 1 >2 : (1)ع -1-(1)1-> ونا- بت 
لکن حسب جدول إشارة g(x)‏ فإن 0< (8)1 
إذن : 0 < ونا- با 
(ua) : <‏ متزايدة من أجل (1 : 10 2 
نفرض أن (ua)‏ متزايدة من أجل n>1‏ 
هل 0 < ونا - + ؟ 
لدينا (منا)ع = fun) = U,‏ > منا- رجمنا 
لکن من أجل كل n‏ من Gà IN‏ > و > 0 
و حسب جدول إشارة g(x)‏ فان 0 <(×)ع من أجل كل x‏ من ]0 : 10 
إذن : g(u,)>0‏ 
منه : 0 < ملا - اعونا 
أي : الخاصية محققة من أجل 1 +0 
نتيجة : من أجل كل 2 من (u) : N‏ متزايدة . 
Qu Dual 3‏ محدودة و متزايدة إذن :: فهي متتالية متقازبة . 


1- الت‎ 
0:x=0 : دالة معرفة على المجال ]1 ;0[ ب‎ f 
10-4 0:x=1 
In(x) x In(1 = x) : x e [0 : 1] 


نسمي -(C)‏ منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ڑ3 0:17) 
نقبل أن 0= (×)؟ imا‏ و 0= (x)؟ lim‏ و من أجل 0 <ء lim x°Inx=0 ¿à‏ 


x> 0 x51 x2y0 
اك ظا‎ 


lim fo) ثم إستنتج‎ lim 
x2y0 x x—>0 * 


سلسلة هباج 


2 - بین أن من أجل كل x‏ من المجال ]1/2 ; 1/2-[ : )>+ +( = -x)‏ )و فسر النتيجة هندسيا . 


لتكن ۸ دالة معرفة على ]1 : 0[ E‏ 
E‏ 


3 - أحسب (×)'۵ ثم بين أن 2 = go)‏ (الدالة المشتقة الثانية) 
4 إستنتج تغيرات الدالة ٠"‏ 
5 - بين أن Q'‏ تنعدم عند قيمتين 01 و ده من المجال ]0;1[ 
6 إستنتج إشارة '4 على المجال ]1 : 0[ 
7 )40 سنا و lim Ae‏ و )0(1/2 

x 0‏ 
8 - إستنتج إشارة (x)‏ على لجل 5 10 
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سلسلة هباج 
9 بین أن f'(x)‏ لها نفس إشارة (GO‏ على ]10:1 ثم شكل جدول تغيرات الدالة ۶> 
10 بين أن من أجل كل x‏ من المجال ]0:1[ : ”)2 (In x)(n(l - <(( > (In‏ < 0 
al‏ ت 7 
1 تعرف الدالة g‏ ب : g(x)=In(1—x)‏ 


إذن : g‏ قابلة للاشتقاق على ]80:1 -[ و دالتها المشتقة : = = - مع 
نه : 1-=)2(0 = 
تیر اف 2 ہو رم 
لکن حسب تعریف العدد المشتق عند 0 : 727 .1808 عوزة)2 
š: x—0 X-0‏ 
In(1-x)- 0‏ 
O = m © sss 0 8‏ 
3 9 اس )8(0 
š In(1 — x) £‏ 
آئ Jim ٤‏ = 1< 
x>0 X 1‏ 
و لك ہیں مل سرت 
ع x—‏ 
لدينا : — lim f) = lim‏ 
SOS 2-0‏ 
In(l -‏ 
=lim nx ] =7‏ 
x‏ 5 
In(1 — x) 29‏ 
=lim (Inx)( 1)‏ نے ہج صا , حسب السؤال (1) 
x 2>0‏ 0 خ× 
=lim -Inx‏ 
x2,0‏ 
ہویبے lim Inx=-eo ¿W‏ 
x2y0 1‏ 
ہک 0800 
2 لیکن 1/2 > ×> 1/2۔ إذن E‏ أي 
001 اک ری 
2 
و لدینا : ]+ 2 ](۔ =n‏ (- +( 


= لم](:- )ما‎ +x)] 

من جهة أخری': +x)[n0a - + -x)]‏ ۳" و +( 
x]‏ - سا( ع )ا = 
=n( > [ned +]‏ 


نقيجة :من أجل كل د يمن 2:12 (T+):‏ = ود +( 
إذن : المستقيم ذو المعادلة 1/2 = × هو محور تناظر للمنحنی (C)‏ 
د [ رم + [nx‏ - و ل لت +ود- لم - 000 


=-In(I-x)-1-Ix-1 
=-[In(1 -x) +In x +2] 


کی ]1 ہے اد ق 


x 
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== x+] x 
0 = l 
2x-1 
. اک = و هو المطلوب‎ 
0 تغيرات الدالة‎ - 4 
: لدينا = ` = (»)" منه جدول إشارة (»)"4 كمايلي‎ 
x [16 12 1 
2x-1 - 0 + 
x(1 =x) |j + 
ei == = J| 


منه جدول تغیرات الدالة (<)'0 : 


ŠP 


+ xq. ' 
9) کے‎ =. 
-2(1-—In2) 


lim q(x)= lim - [)صا]‎ —x) +Inx +2] =+ م‎ 


x2y0 ×0 
lim وم‎ = lim -[In(1 —x) +Inx+2]= +> 
xS1 x51 


(= [na - رط‎ + af (+2[ - - Pn} +2]=-2 [1-12] 


5 بملاحظة جدول تغيرات الدالة '0 نستنتج أن يوجد قیمتین O‏ و 02 

بحيث 0= (ر٥)'(‏ و 0->(4)02 لان 0> (۸')1/2 إذن المعادلة 0= )902 

تقبل حلا على المجال ]1/2 : 0[ و أخر على المجال ]1 : 1/2[ أي المعادلة 0 > q'a)‏ تقبل حلين G‏ و جه 
6 — دائما بملاحظة جدول تغبرات الدالة © استنتح مايلي : 


x ||0 o 2, O 1 
OIE E SOA “wai 
lim ¢()=lim (1-—x)In(1-—x)—-xInx ہے‎ 


0× 0ت 


سصاع - 1 هآ 1 =lim‏ 


x2y0 
lim x“Inx=0 لأن حسب المعطيات نقبل أن‎ =0-0 =0 
x> 0 lim x ln أي 0= عر‎ 
x 2>0 
lim 0(0) = lim (1 x) In(1 — x) - x In x 
x51 
im ,1-x=im y لان‎ =lim ylny-1In1 
xS 1 y2>0 0 
0 
ty z 1 1 1 ذا‎ 1 1 1 8 
(> E e 5 ےت‎ s n>) )ما‎ 0 


8 — لإستنتاج جدول إشارة Q(x)‏ على المجال . 
برسم جدول تغيرات الدالة ۾ على المجال ]1 : 0[ كما يلي : 
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= 
م‎ 
e 
2 


x 0 0 7 2‏ 
ET‏ ال m‏ 
نے 0060 
Í =‏ 90 
(a2)‏ 7 0 
منه جدول إشارة (×) على المجال ]1 : 0[ كمايلي : 
x || 12 1‏ 
جو اعد دک رجا ان 


9 الدالة ۶ قابلة للاشتقاق على المجال ]1 : 0[ و دالتها المشتقة : 
(Û) nx‏ جود Û na‏ دوم 


1-x 
E 0 
x 1 
— )1-30 :-!1)ها‎ + ×× 
x(1 -×( 
ے‎ _ $O 
x(1 — x) 
xX(1-x)>0 لان‎ 0(x) إذن : إشارة (*'1 على المجال ]0:1[ هي إشارة‎ 
x, |0 1⁄2 1 : كمايلي‎ f منه جدول تغيرات الدالة‎ 
— x 
f'(x) + E 


(In2) 


f(x) رور‎ n. Pe, 


(2) 4 )ها‎ x In(1 - 5 5 )ها (ج2)‎ = (In Ly =(- In 2)° = (In 2) 


10 من جدول تغیرات الدالة f‏ على المجال ]1 : 0[ نستنتج أن : 

0 < f(x) < (In 2(2 301021630: من اجل:کل‎ 

أي من أجل كل × من ]0:1[ : 22 ها) > ((× - 1)ما)(× 5ا) > 0 و هو المطلوب . 
التمرين — 8 
f‏ دالة معرفة على ]+ : 0[ بے ×ط 


5-1 


f(x) = 


نسمي (C)‏ منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . 

1 — أدرس تغيرات الدالة g‏ المعرفة على ]> + ;0[ ب < سا+ 1 -: - (ج)ع 
2 تحقق أن 0 - (1)ع ثم إستنتج إشارة g(x)‏ 

3 — بین أن من أجل كل × من ]+ : 0[ : 0 =( 

Š f'() إستنتج إشارة‎ - 4 

5 أدرس نهاية الدالة f‏ عند 0 و +c‏ 

6 - شكل جدول تغيرات الدالة f‏ 

7 أنشئ بدقة المنحنى (C)‏ 

1 ت8 

1 س تغيرات الدالة ع : ع معرفة على ]0+ :10 
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سلسلة هباج 


lm g(x)=lim یع پرہ(+1۱-۔0(0‎ 


×0 x2y0 
lim g(x) = lim x-1+Inx=+=@ 
X—> +> X— + 
: ۾ قابلة للاشتقاق على لے و دالتھا المشتقة‎ 
1[+ع‎ 
(=1 + کے ے ل‎ 
g(x)>0 إذن : من أجل كل × من ]ت +: 0[ فإن‎ 
x |o l + : g منه جدول تغيرات الدالة‎ 
8 (x) + 
1 +50 
g(x) کے‎ 
0 


مہ - 


2— 0--161[+21800-1-1 
إذن 0= (1)ع أي الدالة ع تنعدم مرة واحدة على ]0 + : 0[ (أنظر جدول التغرات) 
منه جدول إشارة (×)ع كمايلي : + 1 800 
g(x) +‏ 
3 ۴ قابلة للاشتقاق على ا و دالتھا المشتقة : 
)22( ل r=] [n+‏ 


)1 کے و وا کے 
x x‏ 


1 
= Inx+x-1 
Patin x ) 
1 


. و هو المطلوب‎ = z gG) 
[0 +] على المجال‎ xX >0 إذن :'إشغارة (۲')8 هي إشازة 60ع لان‎ f = لدینا نا‎ 4 
x 


lim f(x) = lim =l In x E. 
م ےم‎ mu x OE 
SÊ سس ات‎ 
=lim —Inx 
< 
lm — ہے‎ x 0 
× 0 5 مو بے‎ 
lim Inx=-@% 
×0 


lim f(x) = lim 
X>+@ و +جے×ر‎ 


lim =1 2 =lim In x 
xa +m Xx X — + eo 
2 +5 
E 1 . f جدول تغیرات الدالة‎ 6 
(gG (نفس إشارة‎ OO - 0 s 
+ + o 


c‏ — ھا 
Û‏ 


سلسلة هباج 


11 - سے‎ ٦ 


7 — الإنشاء : 
لاحظ أن lim [f(x)-Inx] = lim Inx-—Inx‏ 
م + +c X —Ə‏ ج-× 
=lim -1‏ 
] 1 
=lim‏ 
X—+e— X‏ 
= إذن منحنى الدالة f‏ مقازب لمنحنئ الدالة 
Inx‏ × في جوار +e‏ 
التمرين — 9 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب f(x) =In(e*"*—e`+1)‏ و (C)‏ منحناها في المستوي المنسوب 


+ 
إلى معلم متعامد و متجانس (3 15 (O;‏ 
1 أدرس تغيرات الدالة f‏ 
2 بين أن المستقیم (D)‏ ذو المعادلة y=2 x‏ مقارب للمنحنى (C)‏ عند + 
3 أنشئ بعناية المنحنى (C)‏ 
k‏ عدد حقيقي موجب تماما 
4 ناقش حسب قيم k‏ عدد حلول المعادلة 0= ع[ - 1+ م eY‏ تحليليا ثم باستعمال منحنى الدالة, f‏ . 
الخل :9 
1 تغيرات الدالة ۴ : f‏ معرفة على IR‏ 
In(2`_e*+1)=In1=0‏ ھناعح(حا lim‏ . لان lim e“=0‏ 
وو ور وو د+رچوے X‏ 6 - — × 
+e*)]‏ 1 -۴)۴ع] ھا lim f()=lim‏ 
وو + — X—, +c X‏ 
۹م =lim Ine*+In(e*—1-+‏ 


x— +e 
=lim x+In(e*—-1+e" 
=+e 
: قابلة للاشتقاق على. 1۸ :و دالتها المشتقة‎ f 
F6) AL) 
E 


إشارة (×)] هي إشارة (ا -م2) لان 0< 
2e*-12>0‏ > 10020 
S12‏ 
x > In(1/2)‏ جه 
x> -In2‏ € 
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سلسلة هباج 


منه جدول تغيرات الدالة 4 : ع6 + 2 ]= = X:‏ 


0 + 


4) 


3 3-224 1 £ 02ےے Zn2‏ ام 5 
In(! 4 (=) (‏ = )1 ; یں زر 2)=lIn(e"2 e‏ ماع 


lim ¿[fx)-2x]=lim [Ine جه‎ 1)-2 x] 2ے‎ 
X — + ص‎ X— + 

=lim - " ]10( 2م + ×م -.1)٭ 2م‎ - 2 x) 

x >+ 

=lim Ine*+In(1-e*+e29-2x 

+ ج × 

پوت ثم + ”جع -1)م] +2 =lim‏ 

X +m 

=lim In(l - "تم‎ + e) 

+ ج-× 


1ے ¿N‏ 20ت ا جستزاج"- lim‏ 
x— +e =‏ یب+بج× 
إذن : المستقيم (D)‏ ذو المعادلة y=2x‏ مقارب مائل للمنحنى (C)‏ عند +o‏ 
3 الانشاء : 


ex et+1-k=0 :k>0 4‏ و OEE‏ 
طريقة الحل تحليليا : نضع et=y‏ حيث 0 y>‏ 
53 : 1-1-3 + ر لاخيت 0< ر 
A=1-4(1-k)=4k-3 : a‏ 
k 0 3⁄4 41‏ 
>” 
A| ger‏ 
نتيجة : لما 3/4 > )> 0 : المعادلة لا تقبل حلولا في IR‏ 
لما 4 = ع1 : المعادلة تقبل حلا مضاعفا y=1⁄2‏ — 
لما 3/4 < :K‏ المعادلة تقبل حلان مختلفان هما 0 < تک تا ہت تح ھا تر 
لنبحث عن إشارة الحل دل : 


لدینا 1-1 - وو رر إذن : إشارة در هي إشارة (1-1) لان yr>0‏ كماايلي : 


171 


سلسلة هباج 


المعادلة (G)‏ تقبل 

و در صاحود 
لما 1 جا : المعادلة (G)‏ تق 

طريقة الحل باستعمال منحنى الدالة ۴ : 


0 کے‎ k >0 
EE Î ا‎ k 


k=>0 
Une e+ 1) ۰۷ 


3 


< IRE + 0 
G= In k 

k> 0 

y = f(x) 

y = 4k 

ڈو 

(C) ر هي معادلة المنحنى‎ = f(x) : Ul 


y‏ تھی:معادلة مستقيم متحرك يوازي حامل محور القواصل م 


: حلول المعادلة l-k=0‏ 


:تماحطة منحتى 


: كي‎ In(3⁄4) 


4 1 = @ : یوجد نقطة تقاطع واحدة اذ 


0 > ن > 3/4 [n‏ : پوجد نقطتیں مشت كتير : المغادلة 'تقيل خلین۔ 


لما G < Ü‏ : يوجد نقطة تقاطع واحدة إذن |: المعادلة تقل حلا واحدا 


خلاصة.: kd‏ عا براح 
کا Inít3⁄4) s‏ > :ای <DA‏ ام المعادلة لا تقبل حلولا 2 
لما In(3⁄4)‏ دن أي 4 e“‏ المعادلة تقبل حلا واحذا مضاعفا . 


0 < ع < In'3⁄4‏ أي <e%< e?‏ 3⁄4 
(u‏ 0< ن أي "م < “هم أي 1 :K<‏ المعادلة تقبل خلا .واحدا . 


المعاِلة تقيل حلان + 


التمرین — 10 
70+ رع 
في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجاتس (O:1;J)‏ 

1 - أدرس تغيرات الدالة f‏ 

2 - عين المستقيمات المقاربة للمنحنى (C)‏ 

3 أثبت أن مبدأ المعلم هو مركز تناظر للمنحنی (C)‏ 

4 أكتب معادلة مماس المنحنى (C)‏ عند النقظة ذات الفاصلة 0 

5 أنشئ المتحنى (C)‏ 

6 - بين أن من أجل كل y‏ من R‏ فإن المعادلة ٠‏ - (1)8 تقبل حلا واحدا يطلب عبارتھ بدلالة y‏ 


In(‏ =( نسمي (C)‏ منحناها 


2٦ 


7 نرمز ب (C')‏ :إلى المنحنى الِتمثل:للدالة 


إشرح لماذا (C)‏ و (C')‏ متناظران بالنسبة الى المستقیم ڈو المعادلة »اح 
الحل ‏ 10 


1 - تغيرات الدالة ۴ : f‏ دالة معرفة على ]1< 1-[ 


ون = جا lim‏ =) ` ظا lim fx) lm. < In(‏ 
>7 20م ا =| xe‏ امع 
بن + سے ١دا lim‏ = )دا lim f(x) = lim‏ 
وش > ا x31‏ 
r‏ فاق على ]1 : 1-[ و دالتها المشتقة : 
i 1‏ 225 2 لا و 1 ک0 
E‏ 1)] 015235 2 2 


1-٦ 
(1 =x» ۶ x (=0 ۲ جن :]21-01[ فإن:0 < ()6> لان‎ x منه : من أجل كل‎ 


منه : جدول تغيرات الدالة f‏ : آعإے: 
1 20 
T 2‏ 


(x) 


2 المستقيم ذو المعادلة ' 11- = × مقارب للمنحنی (C)‏ عن SM‏ : 
المستقیم ذو المعادلة 1 x=‏ مقارب للمنخٹئی (C)‏ من السارا . 


3 لدينا آ> جا إن ا x)= n=)‏ 


+ ا ہے‎ - Á 
s f@&) =+ 1 گر ا‎ ۸) š من جهة آخری : ر( )م‎ 


!]+ — 
منه : المبذا (0: 0)0 هو مركز ثناظر للمنحنى (C)‏ . 
4 المماس عند النقطة ذات الفاصلة 0 له المعادلة : (0)] + (0- ×)(0)'' > ر حیث : 


r= 


7 1 7 l 
F(0) ےس‎ f0)= — nl 0 
1x1 7 
y =× : منه : معادلة المماس هي‎ 
: الإنشاء‎ 5 
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1-1: 1] مستمرة و متزايدة تماما على المجال‎ f Ñ 
lim fx)=+% و‎ lim f(x) =- مه‎ 
X — + ہو‎ j 


: المعادلة f(x) =y‏ تقبل حلا وحيدا على المجال ]1 : 1-[ من أجل کل y‏ من 11 . 
0 × بدلالة لإ: 
(—I<x<1‏ 


fx)=y < 3 1 1+x 
)دا‎ )=y 
1- x 


í‏ چو وت سے 
n (=2‏ 5 


-1<x<1 

ORTE 
1-x 

= m 
1+x=e?(1-x) 
ایت لے‎ 

4 ج 


0 = تفم x‏ + ع دعر + 1 


f -1<x<1 
2° ر۔‎ +e™) +1 -e% =0 


-1<x<1 


نتیجة : اح =× وهي عبارة × بدلالة لإ. 


7 لتكن M(x;y)‏ نقطة من المنحنى 3 


1± 


إذن + 1-2-1 521 


منه النقطة My; x)‏ کت (C)‏ بالنسبة إلى المستقيم ذو المعادلة y=x‏ 


اي للد : My‏ (حسب السؤال 6) 
أي M'‏ تنتمي إلى منحنى الدالة اچ ع × 
أي M'‏ تنتمي إلى (C)‏ 3 

نتيجة : (0) و (C')‏ متناظران بالنسبة إلى المستقيم ذو المعادلة y=x‏ 


التمرین — 11 
f‏ دالة معرفة على IR‏ ب جو (©) منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . 
e‏ 
1 - تحقق أن من أجل كل عدد حقيقي × : = -1+ f0) =x‏ 
€ 
— تحقق أن من أجل كل عدد حقيقي × : fC) =x-1+‏ 
e‏ 


3 — إستنتج نهاية الدالة f‏ عند ه- و مه + 

4 بين أن المستقيمين (AU)‏ و (42) اللذين معادلاتهما على الترتيب 1 + < - 3 و y=x-l‏ 
مقاربان للمنحنى (C)‏ عند -oo‏ و +٠٥‏ على الترتي 

5 - أدرس وضعية (C)‏ بابنسبة إلى كل من (A)‏ و (A)‏ 

6 أثبت أن الدالة f‏ فردية . 
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7 — أدرس تغیرات الدالة f‏ على المجال ]عه + : 0] 
8 - أنشئ بعناية المنحنى (C)‏ على IR‏ 
الحل - 11 


- e 
KI 2 EMI 2C TIR من‎ x اکل کن‎ 


ع ہو 
ےا اد 
1+ کی 
ارت زا 
ات i‏ 
f(x)‏ = وهو المطلوب 
1 ۱+2 ۔م۔ 2 
کا . : = £ =l‏ 
ا es‏ تر اک 
x‏ 
e+‏ - 
ہز E‏ 
لے E‏ 
6ج . 
100 > وهو المطلوب 
[im fo)=lm x-1+— =. =3‏ لان lm e“=0‏ 
x — - 6 e“+1‏ ہہ × مہ ۔ ج × 
ه+- شا ]ع .هناك( S lm‏ 0- كم lm‏ 
یش x—+e‏ وص+جہ× 1[ + کم X— +c‏ 
pis s. 8‏ ا lim [f(x)— (x+ 1)] = lim‏ 
Hm F e*+1 @ )] .‏ 0 ۵کک j‏ 
=m [-2+—2_]‏ 
1+ سم امہ ۔ ج-× 3 
x‏ 1 


إذن : المستقیم (Al)‏ ذو المعادلة 1+ ×= ل مقارب للمنحنى (C)‏ عند ° - 


š E 3 ESE 
جقي +1 سكل , ,وھ وم‎ -e-0] 
= lim 
Xx— +c اھ‎ +1 
20 
+ عند‎ (C) ذو المعادلة 1- ×= ر مقارب للمنحنی‎ (A) إذن : المستقيم‎ 
: (A) بالنسبة إلى‎ (C) وضعية‎ - 5 
== 26 ا‎ 
| یں ےئ‎ 


کے 
سال رجگ EE‏ أي : سشروم ھت مک ررك 


EI 1 


وضعية (C)‏ بالنسبة إلى (As)‏ : 
وہ 2 + ہس ہے Ea‏ 


e=+1 
=== و اھ‎ 
ê #1 == ب سے‎ 
2 )42( دائما فوق المستقيم‎ (C) إذن : المنحنی‎ 
12 Sa =s 3 (x)S IR فان‎ IR من أجل كل × من‎ — 6 
— ا‎ 
e*(1 + ۹م‎ 


سلسلة هباج 


7 تغيرات الدالة f‏ على ]> + : 0] 
f‏ قابلة للاشتقاق على | + : 0] و دالتها المشتقة : 


ee + )= eX -1) 


f'(x)=1- a 
(+1 
— اس‎ 
(e +1)” 
سے ا جا ہے ا ہے‎ 2es 
+1) 
ا‎ 
(e +1) 


إذن : من اجل:کل, x‏ من IR‏ فان f'(x)>0‏ 
منه جدول تغیرات الدالة f‏ : مات 2 


التمرین — 12 
f‏ و g‏ دالتان قابلتان للاشتقاق على IR‏ و تحققان الشروط التالية : 
(1) من أجل كل عدد حقيقي ×  :‏ 1= *[(8)2] - '[(1] 
93 من أجل كل عدد حقيقي × : gA)‏ = (1)2 
)3( 10-1 
1 - بين أن من أجل كل عدد حقيقي × : 0 2 (1)6 
2 أحسب (8)0 
3 باستعمال الشرط (1) بین أن من أجل كل عدد حقيقي × : (»)' ۴ = (×)ع 
u=f+g <‏ و v=f-g‏ 
4 أحسب u(0)‏ ؛ v(0)‏ 
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5 بیع أن وعداو و ے آپ 
6 عین الدالتین ها و ۷ 

g(x) j f(x) إستنتج عبارتي‎ 7 
12  لحلا‎ 


[OP = [eoo =1 : 18" من‎ x من أجل كل‎ - 1 
[feo] = 1+ [eoo] : آي‎ 
f) =0 < [fo =0 : آي‎ 


0 ]+1 ى 
لکن من أجل كل x‏ مز IR‏ فان -0.<ھ[()ع] 
إذن : 21 1+[g@0‏ 
منه < 0< 2[ریع] +1 
أي : 0 (×]ا و هو المطلوب . 


2ے لدينا: = [fF - [eoo]‏ 
إذن : 1- [e] = [fF‏ 
اي 1 - [ROJ‏ = ۵([2)ع] 
آي : 1- 1= ”[(۵)ع] 
أي : 0= [(2)0] منه 0 -(0)ع 


3 لدينا : ”[(۸)ع] +1 = ”[(»)6] منه باشتقاق الطرفین : 
f(x) =0+ 2 g(x). B(x)‏ .2(0 
أي fix)‏ . («)ع 2 = f'(x) . f(x)‏ 2 لان حسب الشرط )2( f(x) = g'(x)‏ 
أي : (<)ع = (×)'۲ بقسمة الظرفين على (2108: لان آ0 (»)؟ 
منه : p(x)=f'(x)‏ و هو المطلوب 
4 1 -1+0-(0)ع + u(0) = f(0)‏ 
v(0) = f(0) - g(0) =1 -0 =1‏ 
u=f'+Fg'_ :ai u=f+g 5‏ 
أي : ۶ ع دان gE oN‏ 
أي : لا > 'نا و هو المطلوب 
v=f-g‏ منه: v'=f'-g‏ 
أي : f'=g : ƏN v=g-f‏ و g=f‏ 
أي : (ع-؟)- = ۷ 
أي : ۷ - = ۷ و هو المطلوب 
6 اا = 'نا معادلة تفاضلية ذات المجھول u‏ من الشكل y'=ay‏ حيث 
8۱1 منه u=ce‏ حيث c‏ ثابت حقيقي . 
v'=- v‏ معادلة تفاضلية ذات المجهول ۷ من الشكل y'=ay‏ حيث 
a=-1‏ منه ١ e‏ >7 حيث ت ثابت حقيقي ۔ 
نتيجة : ce"‏ جتنن و 6 y xE S‏ 
7- روک تہ 0 u(x) + v(x) = 2 f(x)‏ 
ss = u(x) = f(x) v(x) = f(x) g(x)‏ 


7 1 ومس‎ + 09[ 
2 : أي‎ 
g(x) = u(x) - f(x) 
a 0 ج‎ ; 
: أى‎ 
جرد‎ 5 e" 9 


17 


موس سیر میسو Wiwa LL‏ 


می 


200 7-7 e= 
0 البحث عن © و‎ 
OSI لفك‎ + EET سم و حو +م ہے‎ 0) 
2و‎ 
ار ان‎ =O — G MT 0) 


بجمع (l)‏ وا )2( تحضل علق!: 26-2 أي c=l‏ 
بالتعويض في )1( نحسل على a=2-c‏ أي e=]‏ 
1 


نتيجة حم 1 e,‏ 1 - ولا 
2 2 و هو المطلوب . 
g(x)= + e“ et‏ 
التمرين ‏ 13 


=— f(x) = )× - 1()2 - ء٥‎ : دالة معرفة على ]+ : 0] كمايلي‎ f 
)© : 1: منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (ل‎ (C) نسمي‎ 
+e عند‎ f أدرس نهاية‎ - 1 

2 - بين أن المستقیم (D)‏ ذو المعادلة y=2x-2‏ مقارب للمنحنى (C)‏ 

3 — أدرس الوضعية النسبية للمنحنى (C)‏ و المستقيم (D)‏ 

4 — بين أن من أجل كل عدد حقيقي 0 < × :- (”ع - 2)1 + *© ×= (0)' 1 

5 إستنتج أن من أجل كل عدد حقيقي 0 << : x(<0)'؟‏ 

6 أحسب (0)' ثم شكل جدول تغيرات الدالة f‏ 

7 — أنشئ المنحنى (C)‏ على المجال ]+ ;0] 

8 - عين النقطة ۸ من (C)‏ التي يكون عندها المماس موازيا للمستقيم (D)‏ 


13 - 1 
lim f(x)=lim (x-1)(2-e) = 1 
×+ x—+% 
lim e*=0 ¿V =lim (x-1)2 -0) 
× > + 0 × م + ج‎ 
=+ م‎ 
lim [f(x)-(2x-2)]=lim  (x-1)(2-e* )-2x +2 5 
× مہ + چ‎ x— + 
=lim 2x-xe*-2+e*-2x+2 
× +o 
= hi Kete” 
+ج-×‎ 
lim e*=0 الأن‎ =lim  -xe* 
x— + مو‎ x—>+e 
im ا‎ 
Xx— +o 
- 5)۴ 
× > ےم صا‎ ¿9 =lim ات‎ 
X—>+eo © 
ما تم‎ y لان‎ =lim ول‎ 
X— +e y—> + جر تہ‎ +6 3 


منه : المستقيم ذو المعادلة 2 -< 2 > ل مقارب للمنحنی (C)‏ عند +e‏ 
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سي 0 


سلسلة هباج 


3 - الوضعية النسبیة ل (O)‏ و :(D)‏ 
fix) .)2 2)=-xe*+e*=e"(1 =X)‏ 
منه: إشارة (2-×2 >( sopa:‏ 010 لان 0> 6 كمايني : 
x | 1 +‏ 
E sm sr 7‏ 
لما 1> ×05 : المدخى (C)‏ فوق (D)‏ 
لما 1 >« : المنمنی (D) ke (C)‏ 
لما ۱1× : المنحنی (C)‏ تحت (D)‏ 
4 1 قابلة للاشتقاق على oo[‏ + : 0] و دالتها المشتقة : 
ای ھی + =e)‏ 2) = ا 
+xe*—e*‏ جم 2 سے 
پر =D ZE‏ 
201-6 + ×= و هو المطلوب . 


x>0 = -x<0 : لدینا مايلي‎ 5 
=> لج > کم‎ 
= e*<1 
= e >1 
= 1-e*>1-1 
= I—e*>0 
= 2(1-e”)>0 


¿N = xe*+2(1-e*)>0‏ 0 < کم پر 
f'(x)> 0‏ ج و هو المطلوب . 
6اس 0= )1- 2)1 +۲)0-0 


منه إشارة (×)'ء على ]ت +:0] ٠ے‏ + ا x y‏ 
f'(x) 0 +‏ 


إذن : جدول تغیرات الدادة © : 
إذن : جدول تغيرات الدا4 E +8 f‏ 


1 
0 + co 
f(x) 7 
5-7 0 


f(0) =(- 12 -1)=-1 
: الإنشاء‎ 7 


8 يكون المماس عند “SM‏ ۸ ذات الفاصلة x‏ موازیا للمستقیم (D)‏ إذا و فقط 
إذا كان ميله 2 أي 2 > (×))۶ كما يلي : 


179 


اسلسلة هباج 


إذن : النقطة المطلوبة هي A(2: f(2))‏ 


ASLAN O Oe) =2‏ تاد یہ 


التمرين ‏ 14 
1 أدرس تغيرات الدالة ع السعرفة على IR‏ ب g(t)=e'—t-1‏ 
2 ماهي القيمة الحدية الصغرى للدالة g‏ على 111 ؟ 
3 إستنتج أن : من أجل كل عدد حقيقي :t‏ 1+)< 'ء و <أم 

لتكن f‏ دالة معرفة على IR‏ ب (<-6©)م1 2- fix) =x‏ 
4 - بين أن من أجل كل عدد حقيقي xe) x‏ )سس 272-22-2 ا 
5 نقبل أن lim | xe`=0‏ أحسب lim f(x)‏ 

gy + x عد + خ3‎ 


(1-ح- )26-1 
اع سک لفاك 


6 بين أن من أجل كل عدد حقيقي × : کے کے f'(x)=‏ 
7 — شکل جدول تغيرات الدالة ۴ (نقبل (lim f@(x)=+>*x‏ 
ہ۔ جد 


في معلم متعامد و متجانس نعتبر القطع المكافئن (p)‏ ذو المعادلة + 2 -2<- :و و (C)‏ منحنى الدالة f‏ 
کات ہیں أن" لاني 0„ lim‏ ماذا تستنتج بالنسبة ل (C)‏ و (p)‏ 
و جك xX‏ 


9 — أدرس الوضعية النسبية — (C)‏ و (p)‏ 
10 — عين معادلة لكل من (Du)‏ و (D>)‏ مماسي المنحنيين (p)‏ و (C)‏ على الترتيب عند النقطة ذات الفاصلة 0 . 
11 أرسم کل من (C)‏ و (p)‏ في نفس المعلم . 
الحسل - 14 
1 - تغيرات الدالة م : g‏ معزفة على IR‏ 
—lim- g(0=lim e-t-1=+e‏ لان Hm -e=0-‏ 
مہ ۔.جمے) ہہ۔ ‏ 0 - جل ] 


lim tel=0 ¿V lim g(=lim_e(1-te!t - وو + ده‎ 


م + جع t+‏ م + t—Ə‏ 
الدالة g‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 
g()=e'-1‏ 
منه: 1< بے 0۲<0)ع 
z 4 t>In1‏ 0 | 
t> 0‏ جه منه جدول إشارة Í > : g(t)‏ 
نو Ó‏ 9 | 0ع 
منه جدول تغیرات الدالة ام ری 0 م2 1 
= 
z 0 +‏ | 2(0 
o0‏ 00 


g0) 1-0-1 =0‏ 
2 - من جدول التغيرات نستنتج أن الدالة ع تقبل قيمة حدية صغرى على IR‏ من أجل 1-0 و قيمتها 0 
أي : من أجل كل t‏ من IR‏ فان ,0< )ع 
3 حسب السؤال (2) من أجل كل © مَن 18 : 0>0 
r T20 22‏ & 
متة: 1 +) <ء و هو المطلوت. 
10 


من جهة آخری SN trl>1‏ : 1<1 +2 “م إذن emt‏ 
نتيجة::. من أجل كل 1 من 112: ]< | +)<اه 

In(e* x) — 4‏ 2 - تدرو 

In [el — x e*)] 

= x -2 [Ine [)ما+‎ —x [(”ء‎ 

= x - 2 [x +In —x e>] 

—x e”)‏ )ما 2 دع = و هو المطلوب 

î fS سے‎ K پوت‎ - 21001 KE) 5 

م + جع ص + X—‏ 


xe*=0 ¿V =lim x2- 2 x—2In(1) 


= + 0ن‎ 
: و دالتها المشتقة‎ IR ا دالة قابلة للاشتقاق على‎ 6 
=2 ×-2 ( 
€ -x 
_ 2x(e*—x)-2(e`— 1) 
5 € -x 
ے‎ 2x e-2 2 2 
e`- x 
_ 2e -e × + 1) 
e" -x 
_ 2] [(1(-2)۔(8-1)‎ 


eY- x 


DEED ع‎ DI 
e" x 
26-16 =× -1( 
7 
أن : حسب السؤال )3(: ۴× <1 + پر ےکم‎ hay 7 
بجر وى لاك‎ 1-20 Cl 
: هي إشارة (1 -×-م)(1 -×) كمايلي‎ f'(x) منه : إشارة‎ 


- 0 1 


+ o0 
— 
اك‎ EE! 
+ 
= ع‎ 


وهو المطلوب . 


منه جدول تغيرات الدالة f‏ كمايلي : 


> 


م + 


1- 2 Ine — 1) 


1 


جع 

=lim -2In(I-—x e*) 
x— +e 
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1 انی 


lim 


هو +ج-×ڈ× + ج× 


1)1(- 1-2 )ما‎ 1( 
lm [f@)-(%? - 2×([ = lim 7 E OMI ZX 8ت [239- مم دوه‎ 
00 


6 + جو 


سلسلة هباج 


سلسلة هباج 


xe*=0 ¿Y =lim - 2 In(1)‏ صظ 


إذن : المنحنيان (C)‏ و (p)‏ متقاربان عند © + 
— الوضعية النسبية ل (C)‏ و (p)‏ : 


لدينا : ٦ی‏ - 1)ما fix) GC -2 x)=-2‏ 
x e*%)2‏ — 0)1( > 
2 1 
ےر 2ت ھڑے 
ہے ا 
2 
ها In‏ = 
rj‏ 8 
کٹ 
s)‏ ات 
6 کچ کا ای = 3 
رج 206 دن سارہ رحكيام كمايلي : 
‌ 2 
1< ےہ 0< In,‏ 
x‏ یی ےی کے لان 6<0 و تم et‏ 
02-x‏ € 
x2>0‏ € £ 0 د x‏ 
تہ جدول ijay‏ ا 5 fix) - (2-2 x) - 7 TD‏ 


نتيجة : لما 0> × : المنحنی (C)‏ تحت القطع المکافئ (p)‏ 
لما 0 > × : المنحنی (C)‏ يقطع القطع المكافئ (p)‏ 
لما 0 < ×: المنحنى (C)‏ فوق القطع المکافئ (p)‏ 
10 معادلة المماس (12) للمنحنی (C)‏ عند النقطة (0 : ۸)0 هي : (10 + x‏ (۲)0 در 
حيث ۴)0(=0 و ۲)0(<۶۷ إذن : y=0‏ 
معادلة المماس (Di)‏ للمنحنى (p)‏ عند النقطة (0 : ۸)0 هي : (0)0 +× (0')0( = Y۷‏ 
حيث م هي الدالة DK‏ کو اکر 
منه : 2-×٭2ے(ئ'م( 
أي : 2-<(۸')0( 
إذن : معادلة (Di)‏ هي : y=-2x‏ 
11 الانشاء : 


التمرین — 15 
f‏ دالة معرفة على ]مه + ;0] ب e cos(4 x)‏ و (T)‏ منحناها البياني 

في مستوي منسوب إلى معا متعامد و متجانس 3 ;1 (O;‏ == 

لتكن ع دالة معرفة على ]ہ +;0[ ب g&)=e*‏ و (C)‏ و 53 ۲" 
1 - بین أن من أجل كل عدد حقيقي. < ا پان -e"<f(x) Se* : [0; Fol‏ 


2 إستنتج جات lim‏ 
رع x‏ 
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3 — عين إحداثیات نقط تقاطع المنحنيين (D)‏ و (C)‏ 

لتكن مد (منا) متتالية معرفة ب Z)‏ 1)0 > ,نا 
4 - بين أن (us)‏ متتالية لندسية يطلب أساسها و حدها الأول . 
5 إستنتج إتجاه تغير المتتالية (ua)‏ و أدرس تقاربها . 
6 - بين أن من أجل كل عدد حقيقي x‏ من المجال ]>+ : 0] : 

f'(x)=- e` [cos(4 x) + 4 sin(4 x)] 

7 أعط قيمة مقربة إلى 107 لمعامل توجيه المماس (T)‏ للمنحنی (P)‏ عند النقطة ذات الفاصلة :7/2 
"= - 15 
1 من أجل كل × من ]ته [O+‏ فإن* ] 


e`>0 

1 > 4 دم >1 ۔ 

منه : *ع > ×4 e05‏ > “ول 

٥ < fix) < e Í‏ - بورهو المطلوب,. 


lim -e*`=0 slim 
اص + جے×‎ x— +e 


إذن : حسب نظرية الحصر فان 1000-0 lm‏ 
X — +‏ 
3 تقاطع (C) s (D)‏ : 


2ے لایتا €( 


م 
e,‏ 
۸ 


“ع = e` cos 4 x‏ ب f(x) = g(x)‏ 
cos4x=1‏ €< 
cos 4 x = cos(0)‏ < 
ke IN) @ 4x=2zxk:k e IN‏ لین (x>0‏ 
S x= > K‏ 
(D) : 23‏ و (C)‏ يتقاطعان في مجموعة غير منتهية من النقط 
فواصلها من الشكل ):1۰ =× حيث ke N‏ لان )20( 
4 لدينا من أجل .كل ¿ne lN‏ (2م)1 دن 
=e" cos(4 x n ZE)‏ 
e""2 cos(2 x n)‏ = 
الوك لان cos2xn=1‏ 
منه : (ua)‏ متتالية هندسية أساسها ِل و حدها الأول 1!- 0لا 
6 
5 لدينا : أساس المتتالية (u)‏ هو ] >لرلكك!> 50 حدما الأول 1 ما أي 0 <رن 
کے 


إذن : المتتالية (u)‏ مدناقصة و متقاربة نحو 0 أي 0 > هنا lm‏ 
صی+ جدم 
f — 6‏ قابلة للاشتقاق على sss ]0 : + eo[‏ أجل كل × من ]ذه ++0] لدينا: 
sin 4 x) ۰‏ 4) -ع 4 cos‏ "تع - > f(x)‏ 
si 4 ×[‏ 4 + × 4 وون] ع - > و هو المطلوب 
7 — معامل توجيه مماس المنحنى (D)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 7/2 هو : 


4sin4 2 [‏ + 4:مہ] دياس 


=- e”? [cos 2 x + 4 sin 27[ 
0 


سلسلة هباج 


التمرین — 16 
الجزء 1 6 
f‏ دألة معرفة على IR‏ ب x×-1(6*‏ 2 = ()۴ نسمي (C)‏ منحناها في معلم متعامد و متجانس (:1: 0) 
1 أحسب (1)00 lim‏ (إستعمل (lim — oe“‏ فسر asia‏ + 
مو 2 X‏ 53 0 
2 أحسب lim f(x)‏ 
X —- co‏ 
3 ۔ أحسب f'(x)‏ ثم أدرس إشارتها على IR‏ 
4 — شكل جدول تغيرات الدالة f‏ 
5 عين إحداثيات النقطة ۸ نقطة تقاطع المنحنى (C)‏ بحامل محور الفواصل . 
6 إستنتج إشارة (1)8 من أجل 11 © × 
الجزء 11 
1 بين أن من أجل كل ومن x-3)e2 ¿IR‏ 42 -(" 1 حيث f"‏ هي الدالة المشتقة الثانية للدالة f‏ 
2 حل في IR‏ المعادلة 0= 00" 1 
3 لتكن B‏ النقطة من المنحنى (C)‏ التي فاصلتها 2 . عين معادلة المماس (T)‏ للمنحنی (C)‏ عند B‏ 
نرید دراسة وضعية المنحنى (C)‏ بالنسبة إلى المماس (T)‏ لذلك نعرف الدالة g‏ على IR‏ كمايلي : 
1 2 
E‏ 
4 عين (0)'ع ثم (×)'اع 
5 أدرس إشارة (×)''ع ثم إستنتج إتجاه تغير الدالة g'‏ على IR‏ 
6 إستنتج إشارة g'(x)‏ نم إتجاه تغير الدالة g‏ على IR‏ 
7 — عين إشارة g(x)‏ على IR‏ ثم إستنتج وضعية المنحنى (C)‏ بالنسبة للمماس (T)‏ 
8 أنشئ بعناية المنحنى (C)‏ و المماس (T)‏ 


الحل — 16 
lim f@e)=lim  (2x-— 1) e2x zl‏ 
م دبع ہم ++ج× 
ARE — 22‏ ا سال 
cj [52]‏ پر 
الى =jim‏ لان مكحو lm‏ 
و + جہ × و + x‏ 
25م =lim_ -(-2x‏ 
X — + 6‏ 
e“‏ بن ۔ lim _-2x=lim a ¿W =lim‏ 
م ۔ — G‏ ہہ - جم +c‏ — × 
0= رین 0ےہ (lm‏ 
G — -‏ 
التفسير الهندسي : المستقيم ذو المعادلة y=0‏ مقارب للمنخنى. (C)‏ عند. 260+ 
2ے lim fw)=lim (2x-1)e™‏ 
م - — × X—-‏ 
وہ فع'  lim‏ 
ا = 2 © - X—‏ 
eoo‏ کک رب ساسا 
3 — ۶ دالة قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : - — X‏ 


)1 ير کی وسنت 2= و10 
“تج ير 4 سے 4= 
=4e2(1— x)‏ 
منه : إشارة (×)'۴ هي إشارة («-1) لان 0 < 26م 4 كما يلي : 
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ہت 1 | x‏ 
= 0 + 2 
4 منه جدول تغيرات E‏ 
x |-> 1⁄2 = 1 +‏ 
> 
s"‏ سمل 20 
h (le)‏ 
و تہ == f(x)‏ 
0 مہ - 
fO)=(2-1)e? = (1/e)”‏ 
ہا 0= کم رر @x-‏ ج f()=0‏ 
21-10 ے 
x=1⁄2‏ >< 
(C) : <‏ يقطع محود الفواصل في النقطة )0 A(1/2:‏ 
6 — حسب جدول تغیرات الدالة f‏ فإن إشارة fx)‏ كمايلي : +e‏ 1⁄2 2× 
f) 1‏ 
الجزء 11 
1 - من أجل کل IR oe x‏ یک =x)‏ )”تت 4- وم 
منه من أجل كل x‏ من IR‏ فان و ۲۷٢) ۶4] -27٤6 (s‏ 
ا eZ e):‏ بروج 2م 42ھ f"()‏ 
أي f"(x) =4 2)2 x—3)‏ و هو المطلوب 
x - 3)=0 —_‏ 250 4 ہے 0د )"ع 
0پ 2 >< 
es = 372‏ 


3 - معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة 7 مہ + +٭رإیم( 3 y=‏ 


حیث 0 =) 1 20-2 J 4e!(1-‏ ات 
منه المعادلة هي +( كدر أي »2 در رن 


g(x) = f(x) - )2 2 = 


e 
(حاع‎ > (x) - z : منه‎ 


منه : (3- e2x(Q2 x‏ 1-4 ا 
5- إشارة (») "ع هي إشارة Q x-3)‏ لأن 0 <4 كمايلي : 


teo‏ 32 206ج 
2x-3 - 7 3‏ 
مل یما 3⁄2 x e‏ 
> 
45 0 2 2600 


إذن : 'ع متناقصة على المجال ]3/2 : 266[ 
'8 متزايدة على المجال ]مه + : 13/2 
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رجہ 2 r G‏ -( )ع 


8 2 06 2 
0 7 
+ 6 H 
(x) E 
== 


(م +2م)2۔ 


in ا‎ i وم‎ 


X — - @ x — - م‎ 
5 
=lim 4e2%(1—-x)- Z 
جع‎ - € 
= + و‎ 
lim )"2م 4 سر فا‎ —x)- 2 
X—+%@ x> + ° 


=lim 4e™*+ 22x اقم‎ > 


x— +o 
lim 0جو عرص‎ lm C e2*20 اد‎ =: =, 
× > + X—+% ° 
1 aE فا ےت تس 2 جے‎ 
فا 2 ا ع‎ 
: كمايلي‎ IR إذن : حسب جدول تغيرات الدالة 'ع نستنتج إشارة (×)'ع على‎ 
x - 1⁄2 +c 
E(x) ع‎ 5 
x [|-> 1⁄2 p : كمايلي‎ g منه جدول تغيرات الدالة‎ 
جه‎ 


ë‏ 0 8 | ممع 


e0 rS ° دی‎ 


- 0 رپ‎ 
lim O f0) (2 کج‎ 
ص - ج دجم‎ ° ° 
=lim . (2x—- 1( و >ختم‎ 
م - ج-×‎ ° ° 
=lim کو کے تا‎ les 
xy oo. 6 6 
lim 2xe™=lim  e%=0 ¿V =lim AX -1) 
× م ۔ جدعر مہ ۔‎ : x—>- وہ‎ 
مدع‎ 
lm g(x)=lim f()- ( X- 
X— + ج-×‎ +e € ° 
lm f@a)=0 jij =lim E 
Xx — + م6‎ X— +e € 2 


186 


هه[ 22[ رج رجه 


7 من جدول تغيرات الدالة g‏ نستنتج إشارة (×)ع على IR‏ كمايلي : 


x |-> 1⁄2 + 
a= E= a= === 
E ET asses ث7‎ 
g(x) = f(x) 1 لدينا : کت‎ 
سد إشارة ( 1 -» 2)- ۸0 هي إشارة وت‎ 


إذن : لما 1/2 > × المنحنى (C)‏ يقطع المماس (T)‏ 
لما (1/2)- 118 e‏ × المنحنی (C)‏ يقع تحت المماس (T)‏ 


8 - الإنشاء : 

17  نيرمتلا‎ 

f‏ دالة معرفة على f(x) = = — — IR‏ و (C)‏ منخناها في معلم متعامد و متجانس 
e‏ 6 


1 - أدرس شفعية الدالة f‏ ثم فسر النتيجة هندسيا . 

2 - بین أن من اجل كل عدد حقيقي موجب x‏ فان مم > “ع 
3 عین نهاية الدالة f‏ عند +o‏ 

4 - أدرس تغيرات الدالة f‏ على ]56+ ;0] 


5 نعتبر الدالتین g‏ و h‏ المعرفتان على IR‏ ب جل - ()ع و أب - رط 


بين أن من أجل كل x‏ من المجال ]+ : 0] h(x) <f(x) <g(x)‏ 
6- أنشئ المنحنى (C)‏ 
2:53 ت17 ! 
ç‏ 2 = = 1 = 
1 -ليكن IR‏ إذن : IR‏ - 1> — = للب fix=‏ 
يكن کو الدالة E‏ ا ex + e*‏ 0لم + کی 6 
إذن : المنحنی (C)‏ يقبل محور التراتيب كمحور تناظر . 
2 - لدينا 0 ے پر إذن :222507 


-x<x : <‏ 
منھ : “ع > “ع لان الدالة exp‏ متزايدة . 

lm e*=0 ù lim 100 =lim e 10 وے‎ 
x4 +o جع‎ +e x—+oe € te ص+ج-×‎ e 


4 — التغیزات : f‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ و دالتھا المشتقة : 
(e= e _‏ کے a‏ 
تع + مم) EE,‏ 
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سلسلة هياج 


إذن : إشارة (×)'] هي إشارة e)‏ - ©©) - لان المقام موجب (على المجال ]0ه + : 0]) 
لکن حسب السؤال (0:: من أجل 220 فان ع حت كد و عاك و أي رلك cn‏ (— 


إنن : شارة ( © ع کسی x |-> 0 S‏ 


منه جدول تغيرات الدالة f‏ على IR‏ كمايلي : 


7 


= 0 
0 + | ا 
1 
2 


5 لیکن ]م + : 0] ء×: f(x) — g(x)‏ 


e(e` +e" 
e` 


+e >0‏ 6 كك 
إذن : 0> ممع - )1 < (×)ع > f(x)‏ 
1 1 = 
Dê‏ ہز من چنا 
٭م - جع - ےم 2ے 
کے x‏ 


== ع کے شیب الس ان 2 المجا ; 
رت بصب موم می سم ]وه ;08 
إذن : f(x) -h(x)2>0‏ منه f(x) >h(x)‏ 
نتيجة : من أجل كل × من ]0 + : 0] : h(x) < f(x) < g(x)‏ 
6 الإنشاء : 


التمرين ‏ 18 
الجزء 1 

u(x) =2x%* -1+2In |x| ب‎ IR* دالة معرفة على‎ u 

1 - أدرس تغيرات الدالة u‏ على IR*‏ 

2 - بين أن المعادلة 0= u(x)‏ تقبل حلا وحيدا » حيث ]1 ;1/2[ © © 
3- إستنتج إشارة u(x)‏ على IR*‏ 

الجزء 11 


)0:113( متغامد و متجانس‎ aha Q متحناها‎ (O) <= ب اھا .2 - ونم‎ IR* دالة معرفة على‎ f 
lim (تقبل أن 0- کھا‎ lim وم‎ slim — fo) € Him f) 1-أحسب‎ 
ج×‎ + x × مہ + ج‎ x—- x—0 
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(lim 
X —> +o x 
5 أدرس تغیرات الدالة‎ — 2 


وود سعط 


3- پیٹ أن Ie‏ 
298 
4 - باستعمال حصر o‏ في السؤال (2) آثبت j‏ 2,5 > (م)) > 0,5 - 
الجزء 111 
لتکن MGKG y)‏ و M'(v';y')‏ نقطتين من المستوي حيث M'‏ هي نظيرة M‏ بالنسبة إلى محور التراتيب 
1-عين '× و y'‏ بدلالة ya x‏ 
2 بین أن إذااكانت M‏ تتغیر على المنحنى. (C)‏ فإن النقطة 1٠١‏ تتغير على المنحنى 


y=-2x الذي معادلته اڈ‎ (y) 
2 
و (ب)‎ (C) أدرس الوضعية النسبية للمنحنيين‎ - 3 
18 — j=" 
I الجزء‎ 


1 - تغیرات الدالة لا : u‏ معرفة على IR*‏ 
ا<اه2-1+21 lim: u(x)=lim‏ 


x> ×» ادام 1 مہ ۔ جے‎ 
=lim ۔ضر2م‎ —_ 2 - ] 
x ص جے‎ x x 
=lim  X[2 x? -0+ 0] 
In| x| 1 20 
lim lim =0 لان‎ --© 
× 0ج‎ 7× x—- X 
lm ہلا ےون‎ 0-1+2I|x| 
x— x> 
lm In|x] لان 26ت‎ =-@% 
x> 


fim  u()=lim  22-1+ 2 مخ داع اما‎ 
x جع 6+ جے‎ +o 


الدالة u‏ قابلة للاشتقاق على IR*‏ و دالتها المشتقة : 


u(x) = م‎ xX + 2 O 2 0 x +1) 
¿ x 


. 3 1 
منه إشارة (e sy : u'(x)‏ 
+ 0 3 مہ - x‏ 
2 
27 0 8 3+1 
+ = ×۴ 
3 
3 : 1 = 26*10 
434 جدول تغیرات الدالة ها : f‏ 
3 
مو + 0 xe‏ 
4 
+ - 0 + )ا 
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(١1+ n(})= 3F - n3=- 15+213) <0‏ ع2 >(ل(..))ں 


2 من کول کیرد u u=‏ تنعدم مرة واحدة على المجال ]56 +: 0[ و عليه فالمعادلة 0= u(x)‏ 
تقبل حلا وحيدا e‏ حيث ]+ : 0[ © » 
من جهة أخرى : 0< 1-1 218 +1 -2 > (11)1 


6-0 -= لل 1+210 کر u‏ 


AM] Ol Eas. 
u(1/2) x ا ون‎ 
[1/2 : 1] على المجال‎ e (»)نا تقبل حلا‎ = 0٠ منه : حسب مبرهنة القیم المتوسطة فالمعادلة‎ 
متزايدة تماما على ]1 : 1/2[ فإن » و حيد.‎ u ہما أن‎ 


3 بملاحظة جدول تغيرات الدالة لا نستنتج إشارة u(x)‏ كمايلي : +o‏ 1 بج 1/2 0 ]| x‏ 
> > 7 
u(x) > - 0 +‏ 
الجزء 11 
رے pa 2z=-‏ اط عر سلو شن بين ود ےا 
Xx 5-0 X—-o% x x> - 0‏ اوو نے 
اکر سے ظا 02 lim‏ = سال lim‏ لان += lim -lIn|xj‏ 
x‏ 0 ج 0 ج× 0ج× 
مت وب وا | lim f)=lim 2x-‏ لن 0= lim il‏ 
X—⁄ +o x. K =p + Qo.‏ مو + — X— +e x X‏ 


2 تغيرات الدالة ۴ : f‏ قابلة للاشتقاق على IR*‏ و دالتها المشتقة : 
|«اطاءة- رضي 1 


x 


_ 2x'-(x-2xIn|x|) 
x 

2x —x+2xin|x|) 
x 

= x( x - l+ 2In|x|) 

یجہت — 


f) =2- 


x u(x) 
32 


منه : إشارة f'(x)‏ على IR*‏ وچ کت 


i, 


منه جدول تغیرات الدالة f‏ : 
مه + 
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f(a) = 


< 21n|a| = 1-2 ته‎ 


الجزء 111 
۷۷۷:۱۷ + ۸< 


y= f(x) : إذن‎ (C) تتغير على المنحنى‎ M 2 


3 وضعية المنحنى (C)‏ بالنسبة إلى (y)‏ : 


u(a))=0 جه‎ 2o?°-1+21n|e| =0 : إذن‎ 


1 تكون M'‏ نظيرة M‏ بالنسبة إلى محور التراتیب إذا و فقط إذا كان : 


x 


4x 


Inlx| ے‎ 
038 


u(e)=0 حيث‎ )1( 


3 
فقا = زم زور e‏ 
1-2 
8 2 
بالتعویض في )1( : = ےو کک ریا 
1-2 
= 7= 
ZO e‏ 
20 + پل 2د 
ze‏ 20 
1 = 
ہے ہے کے و هو المطلوب 
او و تو E 3/2>3 <3 OW‏ 
y‏ سبل 5 23-0702 1> <o‏ 1/4 
ت 2 172220 
منه : 
منه : 


x 


+c 
ئ۴۴‎ 3 b 


تہ 


f(0) - (2 x- Inlxl ( =2x- ات‎ 221+ 
x x 


جا 


x: - 0 
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بجمع المتبانتان (1) و (2) طرف ل طرف تحصل على + 3-1> جل »2>3 3 
ا ھی s lz‏ 20 
EE 5‏ 
أي : 25 > (ئ7 > 0,5- 


La‏ الع ×2 در 

5 [×إصا گے کر 
منه : مر سے ی 

In|-x| 

< ]تھے ار‎ BL XI 

3 (xy 

ا ر کے لأن × =× 
x‏ 

منه : النقطة y)‏ :»)1 تنتمي إلى منحنى الدالة -2x- all‏ جم و هو المطلوب . 


لما ]6:0 -[ ع × : المنحنى (C)‏ تحت المنحنی (7) ٠‏ 
لما ]مہ +: 0[ ع × : المنحنى (C)‏ قوق المنحنی ٠ (y)‏ 
التمرين 19 x x‏ 
الجزء 1 :۴ دالة معرفة على IR‏ ب و را و (C)‏ منحناها في معلم متعامد و متجانس (ل : 
1 - أدرس شفعية الدالة f‏ . فسر هندسيا النتيجة 
2 أدرس تغيرات الدالة f‏ على المجال ]6 + : 0] 
3 - ارسم المنحنی (C)‏ على IR‏ 


الجزء H‏ : لتكن (0 ; ۸)1 نقطة من المستوي و M(x;y)‏ نقطة من المنحنى (C)‏ 
1 عين بدلالة x‏ المسافة AM‏ 


نعرف الدالة g‏ على IR‏ ب (x-1) + e‏ = رمع 
2 أحسب (8')8 
3 أحسب (2)"'ع حيث g"‏ هي الدالة المشتقة الثانية للدالة م . 
4 بين أن : من أجل كل x‏ من 1۸ : 2+ +e‏ *تع > g"(‏ 
5 إستنتج تغيرات الدالة g'‏ على IR‏ 
6 بين أن يوجد عدد حقيقي وحيد O.‏ من المجال ]0;1[ يحقق 0 -(8')0 
7 تحقق أن 0,47 > » > 0,46 
8 - عين إشارة (×)'ج على IR‏ 
9 أدرس تغيرات الدالة g‏ على IR‏ (لا يطلب حساب النهايات) 
0 ما هي القيمة الحدية الصغرى للدالة g‏ على IR‏ 
نقبل أن المسافة AM‏ تكون أصغر ما يمكن غند النقطة Ma‏ من المنحنى (C)‏ و التي فاصلتها © . 
11 مثل النقطة M.‏ في الشكل . 


2 بین أن :رہ 12 له - 1 -ه ٹم *[زم)ن] + “ره ]٦2‏ لل - رماع 

3 - إستنتج حصرا للعدد (8)0 ثم للەسافة ۸۸1 

المل - 19 

الجزء 1 : 

x, a) x ax E ع‎ 1 5 
حل = ع ” ع‎ ER فل‎ IR من‎ x من لاق‎ 1 


f) a‏ - > وت1 
منه : f‏ دالة فردية 
ئن : المبدأ (0 : 0)0, إهو إمركز تناظر بالنسبة للمنحنى (C)‏ 


2 تغیرات الدالة f‏ على ]م + : 0] 
f(0) =‏ 


: “وج ; رس ت‎ 
lim ê 20 OY Hm fx)=lim = =+ 
xX— + دو‎ Xto _ K+ 2 


الدالة f‏ قابلة للا شتقاق على IR‏ و دالتها المشتقة : 
6 و دوم 


منه : ۴')×(<0 من أجل كل x‏ من IR‏ 
منه جدول تغیرات الدالة f‏ على 2114 


+ 
8 


= 
> 
= 
' 
8 
یر N‏ 
کسام اہ 


x 
8 
v 


0 
8 
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3 - الإنشاء : 

الجزء 11 : 

A(1:0)  انیدل ے‎ 1 
M(x:y) 3 


87 در أي حر دار 


منه : 
ا وا 
إذن الشعاع AM‏ له المركبات : AM | e“-e*‏ 
2 
as‏ کت و کت AM‏ 
x 2‏ 
7 تہ رک = 4۷M‏ و هي,المسافة المطلوبة . 
تی ۓ× 
وت لفك بترن م - روي 
o3‏ : ته مر ام D‏ لل D+‏ - 2= ماع 
وود م له 2-2 - 
پچ E‏ = 
ہی اہ رس یں 
x 2 2 e‏ 
اس حور ت2 OS‏ 4 + 2= وناج 
4 أي : حم + ع + 2 > (»)"ع و هو المطلوب . 


5 لدينا : ع ++ 2= («)"ع. ٠‏ إذن : 0 <(»)"ع من أجل كل x‏ من IR‏ 
منه : الدالة 'ع متزايدة تماما على IR‏ كمايلي : 


ص + 
> 
6 + 


lim g'(x)=lim وط جس لا تو‎ 
دجي‎ 6 x—- م‎ 2 2 
lini e™=0 الأن‎ =lim Q سے‎ EE 
Xx - 6 x—- 
دع‎ 
lim g(x%)=lim 2x-2+ ات سے‎ 
X م + چ‎ X— + 2 2 


193 


کے .+ 2x-_2‏ ےوک چا کو سوا 
X— += X— +e 2‏ 
+= 


6 من جدول تغيرات الدالة g'‏ نستنتج أن المعادلة 0= (×)'ع تقبل حلا وحيدا على IR‏ ومن جهة أخرى لدينا : 
+0-2-(8)0 


00-2-2 


اده |د 


0> (1)غ × )8(0 : 
إذن : حسب مبرهنة القیم المتوسطة يوجد [0:1] © » حيث g(e)=0‏ 
7 لنتحقق أن 0,47 >0 > 0,46 


)0 2 
1 .2040م 
2 


g'(0.46) = 2 )0,46(-2+ سيمع‎ == 0 02 


2042 1 2204 - 00, 


2 
Saa!‏ ع ]0.47 : 0.46] إذن : حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإن يوجد [0,47 : 0,46]© 8 حيث 0= (8)8 
0 > (0,47)ع g'(0.46) x‏ 
ہما أن ن sss‏ فإن »= 6 و هو المطلوب 
8 بملاحظة جدول تغيرات الدالة p'‏ نستنتج إشارة (×)'ع كمايلي : 
0ئ 0,47 a‏ 7046 %- 5 
بے — 20 
g 7‏ : متناقصة على المجال ]نه :م ۔[ 
9 حسب جدول إشارة gx)‏ فان E‏ :2 
منه جدول نغیرات الدالة g‏ كمايلي : 


7" 
2 
23 
= 


g'(0.47) = 2 (0.47) = 2 + 6 


تيجا :| 


10 من جدول تغيرات الدالة ع فان القيمة الحدية الصغرى للدالة ع على IR‏ هي (»)8 
1 - أنظر الرسم لتمثيل النقطة M.‏ 


aE 1 2u E 
(G) =0 42-2 + عت — عمل‎ = 
8 a وا 0 2 35و‎ 
1.2 1 
می عو بت رس تمہ تہ ہے‎ 
2 2 Š 
€ 2)0-1(-- ل‎ (e= - 28) 
== رو ات اش انار‎ 
1د جه‎ = — < 
— ) 
26 20 
کے لت ا بر سے وت یی ہا‎ 
1 رضخ‎ 
ل --1-» ڪ و هو المطلوب‎ f(2o) 
منه جهة أخرى : تم عم لج -ه) = )ع‎ 


14 


و جج a+‏ 2 + -[ = ممع 


o) + 7 gl‏ 12] — = (ه)ع و هو المطلوب 


سلسلة هباج 


3 الحصر : 0,47 > » > 0,46 إذن : (1)0,47 > (م)۶ > (۴)0,46 f ¿N‏ متزايدة على [0,47 : 0,46] 


k 


0.47 > f(a) < 0.48 
0.22 < [fto] > 3 
0,92 > 2 ين‎ > 4 

f(0.92) < f(2 ون‎ < f(0.94) : 

1.05 < f(2 o) < 1.08 
(1.05) < [f(2 o] < (1.08 
1,10 > ]02 o) > 1416 : أي‎ 


۳ءء 


أي 
منه جهة أخرى : 047 > > 0,46 


0,27 > + [f2 ey 202999 EC 


(D: 


بجمع (l)‏ و )2( نحصل على : 0,23 + 0,29 >1)0([2] + [RÊ o)‏ ل > 0.27 + 022 


أي : 0,52 > (م)ع >0,49 


بما أن oë AM = g(x)‏ (0)ع [-./ل4 


0,7 > AM, > 0,72 ¿Í ل‎ 0,49 >۸۸>۷ 0,52  : أي‎ 


(هذه المسافة مقدرۃ بوحدة قياس أشعة توجيه المعلم) 
التمرين ‏ 20 
In(e-1) -1( E‏ 
لتکن f‏ دالة معرفة على [ +;0] ب س fx)=‏ 
الجزء 1 : Š‏ 


1 أدرس تغيرات الدالة ع المعرفة على ]> + ;1[ب: =2x-—(x—Dln(x—1)‏ 


2 - بين أن المعادلة 0 = (×)ع تقبل حلا واحدا © من المجال ]1+ [e+1;e‏ 
ثم إستنتج إشارة g(x)‏ على المجال ]م + ;1[ 


لتكن 4 الدالة المعرفة على ]<+ ;1[ ب اهل =0 


3 - بین أن إشارة (4')2 هي إشارة gG)‏ 0 ]+11[ 

4 - بين أن 0 متزايدة على المجال ] Jl; [e‏ و متناقصة على المجال ]+ [N]:‏ 
الجزء 111 : 

1 - تحقق أن من أجل كل x‏ من المجال ]6+ ; 0[ : )0= f(x)‏ 


lim f(x) ثم‎ lim f(x) إستنتج‎ — 2 
x — +o x2y0 


3 — أدرس تغیرات الدالة f‏ على المجال [+;0] 
4 أثبت أن f‏ تقبل قيمة حدية عظمی عند ( »])"! 
5 بین أن من Jal‏ كل عدد حقيقي x‏ من نجل ]+ ,0إ : ا > روم 
6 — آنشی المنحنى (C)‏ الممٹل اة i‏ 2 
"= — 20 
الجزء آ : 
1 تغيرات الدالة g‏ حيث (1-×)ما (1 -2) - ×۶2 (ج)ع 
ع معرفة على ]+ : 1[ 
g(x)=lim 2x-(x-1)ln(x =1)‏ صظ 
ET‏ 1 ×× 


820) 


صا 2-1 لاع لان y‏ هنا ع راحم کے 


10 0 
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0 


lim ylny=0 ¿V =2 


y2>0 
lim g(x)=lim 2x-(x-1)In(x -1) 
x4 +o x> +o 
2 
= ۔ کت‎ (5)0 - 
كك ]را @ سر‎ ma] 

lim 2x — 2. وا‎ =lim' i (x— D[2 - In(x— 1)] 
x—+e= x-1 x— +e 
lim -In(x—1)=-% مہے لان‎ 
SE : قابلة للاشتقاق على ]> + : 1[ و دالتها المشتقة‎ ۴ 


D]‏ لے + )1 - [m‏ 2= ومع 
[lnk — 1) + 1]‏ - 2= 


=1-In(x— 1)‏ 
إشارة (8'00 : 
1-In(x-1)20‏ + 0- ممع 
In(x - 1) <1‏ < 
e‏ ماع )1 - In(x‏ + 
16ے 
1ء >×ے 
منه إشارة (×)'ع كمايلي : 1+6 ۵ x‏ 
> 
ESTE E‏ 
منھ جدول تغیرات الدالة + E FE‏ 
ل £ 800 
1 2+6 
s‏ و وت 800 
مل نا 2 


g(l+e)=2(1I+e)-celn(1+e-1)=2+2e-e=2+e 
. تنعدم مرة واحدة فقط‎ g من جدول تغيرات الدالة ع نستنتج أن الدالة‎ 2 
أي المعادلة 0 > (×)ع تقبل حلا وحيدا .0 ۔‎ 
š g(l+e)=2+e>0 : لدينا‎ 
g(1 + د رت‎ 2) +e) (1 + 00ا( - تم‎ +e -1)=2 +2 e ln e? =2-e? <0 و‎ 
]1 +e: 1+ 63[ مستمرة على‎ g] _.ے.‎ 
g(1 + e)g(1 ہت‎ as 
المطلوب‎ s s ]1+ ٥:1 +e] إذن : حسب مبرهنة القیم المتوسطة فإن المعادلة 0= (×)ع تقبل حلا © من المجال‎ 


+1٣ Eg مله قارف و کی‎ 
F ا ا‎ 
= x x — In(x° — 1) 22 
s= لدينا : ل يكحت‎ 3 
x 
_ 22 (2 — D) In — 1) 
x — 1) 
عن‎ 806 
ض×‎ — 1) 


196 


hay‏ أن على المجال ]6 + : 1[ لدينا : 1<0-*× إذن 0 <(2)022-1ير 

منه : إشارة (×)'"4 هي إشارة مع كمايلي : 

لما » > ×> 1 أي ه[> <> 1 فإن 0 < رتجمع أي 0< )ان 

لما » <*× أي < × فإن 0> رضمع أي 0> ومن 

نتيجة : م متزايدة على المجال ]1:6[ 

$ متناقصة على المجال ]م + :»[ 

$ تقبل قيمة Lus‏ عظمى عند »=× أي »=× 

لان 0=( )0 ریب :2-1 a=‏ 

2 2x : 11 الجزء‎ 

من أجل کل x‏ من ]ص +:0[: 04 
<< : 0)۵ = (×)۴ و هو المطلوب . 

2 - لذيقا : کان lim BOS‏ = رداق lim‏ لان ہ۔ 


x 
×1 خ×‎ 1 3 


lim f(x) = lim (e) = lim (x) = - م‎ s 53 
x20 x2>0 اع‎ 
iê 960 = سنا‎ In(x — 1) ہے‎ In(x + 1) + In(x — 1) 
x— + تہ‎ — +e x x—+eo x 
lim In(x — 1) ب (ا- مھا کت‎ x- 1 
x— +0 x x> +0 ROL. x 
إن کہ‎ = = 
مو+جہ×‎ Xx x—+oe X=1 
Hi Inx+D ے‎ 7 In(x + e ا‎ 
6ب+جہ×‎ X و + جہ×‎ X+1 x 
In(x + 1) 


x 1:09 


i = lim In(x +1) 3 In(x -1( 
جع‎ + ہ٥‎ — +o x x 


: 1 صا ; 
س سے سور ہپ وس 
3 - تغيرات الدالة ۶ : 
f‏ قابلة للاشتقاق على ]0 + : 0[ و دالتها المشتقة : 
لدينا (0)65 = )۴ إذن : 2 عو " دومع 
837 
36 
یٹ T‏ = 
إذن : إشارة ٤)(‏ هي إشارة ()عج ¿N‏ 0< کک ol FEE‏ 
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lim In? -1)= 


x>1 
jin Ina 
ج ر‎ + 0 


سلسلة هباج 


كمايلي : بن > تم ہے 0<()ع حسب جدول إشارة (X)‏ 
ene‏ < کم جم 
2x<lna‏ + := 
1 
x= > ne 1‏ < 
منه : 
به مالل کہ < 
> 
sË 5‏ | 
منه جدول تغيرات الدالة f‏ : ی + x |o ina‏ 
> > 
f(x) + 0 =‏ 
0a)‏ 
8ہی 5ئ2 f(x)‏ 
0 = 


ina‏ لی 
کے رود ر t na) =e‏ 
a‏ 7 
4 امن 'جذول تغيرات الدالة f‏ نستنتج أن f‏ تقبل 225 خدية عظمى عند © ل 16 = 12)0(2 = جا x=‏ 


fn) = #(en e) و قيمتها‎ 
سھ7‎ a a) aD 

لکن ,0=( * 

2a - (e - l)In(e - 1) = 0 ائ‎ 

2a4 = (a -1)in(a - 1) : منه‎ 

ئی :ر کات( )ہا 

1 n(a =1) 5-1 أي‎ 

إذن : بالرجوع إلى المساواة (Ü)‏ : کک د(۵ 
یں 28 = 
کٹ 0e.) OG‏ 
أي : كلك دروو 


نتيجة : القیمة الحدية العظمى للدالة ‏ هي ا2 = (e)‏ = (ه fn‏ 


6-1 


2a 
و هو المطلوب‎ f(x) > 2 : [0 :+ منه : من أجل كل × من ]ص‎ 
: الانشاء‎ - 6 


×= —In2 تنعدم من أجل‎ f أن 0 < ( »)م و الدالة‎ hay 


= 
2 
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التمرین — 21 
من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما k‏ نعرف الدالة fc‏ على المجال ]> +:0] ias‏ 
f(x) = I(e'+kx)-x‏ و نرمز ب (Ci)‏ إلى منحناها في معلم متعامد و متجانس (ل :1: 0) 
لتكن ج الدالة المعرفة على [< + : 0] بے ×-(1 + »)ما = ()ع 
1 - أدرس تغيرات الدالة g‏ على المجال ]ع + 0] 
2 — إستنتج أن من أجل كل xe‏ حقيقي موجب a‏ فان : In(a +1) <a‏ 
3 - أحسب fU)‏ ثم إستنتج تغيرات الدالة f,‏ 
4 - بين أن من أجل كل x‏ من المجال ]> +;0] : )& + )ماك fı)‏ 


lim علما أن : 0= ل‎ lim fí(x) احسب‎ 5 
x—+<x € x ++» 


6 - أحسب fu'(x)‏ ثم إستنتج تغيرات الدالة f,‏ 
7 - بين أن من أجل كل x‏ من المجال ]× + ;0] : +k)‏ )ساح f)‏ 


8 إستنتج f(x)‏ "ا ثم شكل جدول تغيرات الدالة f‏ 
k x— +x‏ 
9 بين أن من أجل كل عدد حقيقي × من المجال f) S — a UE Û‏ 


10 أكتب معادلة مماس المنحنى (0©) عند النقطة ذات الفاصلة 0 و ليكن. (10) هذا المماس.. 
11 لیکن p‏ و m‏ عددان حقيقيان موجبان تماما حيث "> p‏ 
أدرس الوضعية النشبيه للديحنيين (Cp) 3 (Cm)‏ 

2 -أنشئ (C)‏ و (T)‏ ثم (T;) s (C)‏ 
۱ 21 
1 تغیرات الدالة g‏ على المجال ]نه+ ;0] : 

0- 1 ماع 0-(1 + =In(0‏ (0)ع 

lim 200 lim مھا انت‎ + 1(- 


X— + 6 
= لا‎ «+ [MD £ 


lim nx +1( م‎ x +0 £=. 
x—+e 1۱ لأن‎ =lim (x+1)[0-1] 
کت‎ xe 3 × ہہ + ج‎ 


* 
x—Ə+c x+1 "yazma 


ع قابلة للاشتقاق على [> + ; 0[ و دالتها المشتقة : 
x‏ - = 7500-00 | 


چس سج کے ہا 
X1 F1‏ 1ئ نوا 

إذن : من أجل كل x‏ من ]6 + : 0] فان g(x)S0‏ لأن ‏ 0< = = 
منه جدول تغيرات الدالة م وت 0| x‏ 
- ا20 


2 - من جدول تغيرات الدالة g‏ نستنتج أن من أجل كل x‏ من ]م +:0[ فان 
g(x)<0‏ أي 0> _In(x+1)-x‏ من In(x+1)<x‏ 
نتيجة : من أجل كل a‏ من المجال ]6 + : 0] : 2 > (18)8+1 


fix) = In(e 3ے اتا + ×- (0د+‎ 
- 0= S 1-9 ٦ 
Ex 
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سلسلة هباج 


fr'(x) = ات‎ ex 


أي : E‏ 
i‏ × کر 
أي : == = = fr)‏ 
منه : إشارة f(x)‏ على المجال ]م + : 0] هي إشارة ¿N 1-x‏ 0< + ”ع كمايلي : 
x 0 1 +‏ 
1-x + 0 3‏ 
منه : جدول تغيرات الدالة f,‏ على المجال ]+ : 0] 
O 1 + oo‏ 
93 
fix) # 0 2‏ 


Ine +1)-1 


f(x) š 
1 Ë ا‎ e 


f,(0) = In(e?°+ 0) — 0 = In(1) = 0 
f(l)=In(e+1)-1 


ملاحظة : نهاية الذالة f,‏ عند +٠0‏ تحسب في السؤال 5 . 


4 من أجل كل x‏ من ]65 + : 0] إلديناء: 
fi(x)=In(e*+x)-x‏ 


0 [eı + =] =× 
= In(e) + In(1 7 5-6 


=x 1)ما+‎ + &) -× 


)+ )ماد و هو المطلوب . 


lm f(x)=lim +()ھا‎ S) =š 
X ج‎ +c م + ج ير‎ € 
Hm O SSmi* AO) 
Xx — + eo © KESER 
(يوضع في جدول التغيرات)‎ = 0 
fk(x) = In(e“ + k x) - لدینا : عد‎ 6 
x 
کے نے یم ہے‎ kE 1 56 
kX) إذن وک‎ 
a= e*+k-—e"=kx 
e"+kx 
2ے‎ 
کم‎ +[ 
: و 0<(« + *©6) كمايلي‎ k>0 على ]0+ : 0] هي إشارة ×-1 فقط لان‎ f(x) منه : إشارة‎ 
x | 1 +o, 
1-x | + 0 = 


منه : جدول تغيرات الدالة f,‏ على ]6 + : 0[ کما يلي : 
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x TO ا‎ + o 


fC) ss r 
In(e+k)- 1 


سج و f(x)‏ 
0 0 


f,(0) = In(e + k(0)) — 0 = In(1) = 0‏ 
f1) = In(e!+k)—-1=ln(e+k)-1‏ 
ملاحظة : نهاية الدالة f,‏ عند 0ه + تحسب في السؤال 8 

7ے مخ أجل كله x‏ من ]6+ : 0] : ع« - (دعا+ "ہیروا > وم 


x‏ [رختا + [eı‏ ماع 


= Ine) +In(1 + KE) =x 


= x +In(1 + KE _x 


AA )مك وهر‎ E 


Em: BIS = Hi E+ ES 28‏ 
x— +o x— +6 6‏ 
=lim In(1)‏ لان lm —k=0‏ 
x — +‏ أ6 x—+e‏ 
0= یوضع في جدول التغیرات 
9 — حسب جدول تغيرات الدالة ۴ فإن الدالة 10 تقبل قيمة حدية عظمى على ]2ه + ;0] 
عند 1 x=‏ وقيمتها : f(l)=In(e+k)-1‏ 


أي : من أجل كل x‏ من ]م + : 0] 1- In(e + k)‏ ک ومع 
أي : fk() < In(e + k) = In(e)‏ 
ای : ( )ہا > ۵ 
أي : 5 + f) < In(1‏ 
لکن حسب السؤال O)‏ فان 8 > (8+1)ما أي کڪ (1+ n(&‏ 
مته : لڪ( + f00 < ln‏ 
k 7‏ 
أي : ۾ 5005 و هو المطلوب . 
10ے مقافلة المماس (Ti)‏ للمنحنى (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0 تكتب من الشكل : f(0)‏ + × )0( = لر حیث : 
u = E -‏ 2 
+k) >‏ 200 


f(0) = In(e® + 0) 0 = In 1 =0 
هي : × )= ر‎ (T) منه : معادلة المماس‎ 
p<m حيث‎ m>0 ۔ لیکن 0<م و‎ 1 
f(x) — fp(x) = In(e m x) - × - [In(e*+ px) — x] 
= n(e* + m x) — In(e + p x) 


> 
=m (grms) 


201 


کس چ 


ب )10 على جن ]+ :10 


لندرس إذن إشارة 


20 أن 0 <× و دا و اج‎ kay 
e 7 TS FRED + 59 
مستت )م‎ o s o= e"+mx 3 £ 
e +px 
< رم + كم حور ر+ کم‎ 
جه‎ mxzpx 
×م -× ہہ ے‎ <0 
< (m-p)x2> 0 
m-p>0 ہے ان‎ x2>0 
كمايلي : بي + اک‎ ٤م)×(‎ - f(x) منه إشارة‎ 
> 
n(x) f(x) ۴ 37 
)0,:0( يتقاطعان في النقطة‎ (CO, )©( 


× ©[0 :+ يقع دائما فوق (م©) من أجل ]م‎ (Cr) S قاو‎ ea 


2 - الإنشاء : 
لنرسم جدول تغيرات ,5 : (من أجل (k=1‏ — 92 | ۵ 
3 7 
In(e+1)-1‏ 
سے جا سے 
م + 1 0 
لنرسم جدول تغیرات :f,‏ (من أجل (k=2‏ - = 
In(e+2)-1‏ 
منه الإنشاء التالي : a‏ 
0 0 


(T):y=x 


(C) نسمي‎ f(x)=1+xIn(x+2) دالة معرفة على المجال ]+ : 2 -[ بے‎ f 
منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ڑ0:1:3)‎ 

الجزء 1 : 

1 أحسب f'(x)‏ ثم f")‏ من أجل كل x‏ من المجال ]2+5 -[ 

2 إستنتج جدول تغيرات الدالة f'‏ 

3 بين أن المعادلة 0= (»)'۴ تقبل حلا وحيدا » من المجال ]0,5 - : 0,6 -[ 

4 إستنتج إشارة f'(x)‏ 
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5 - أدرس تغيرات الدالة f‏ على المجال ]56+ : 2 -[ 
الجزء 11 : 
لیکن 0< عدد حقيقي من المجال ]2 + : 2 ] نسمي (To)‏ مماس (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة xo‏ 
من أجل كل عدد حقيقي × من المجال ]56+ : 2 -[ نضع : 
d(x) = f(x) — [f '(xo)(x — xo) + f(xo)]‏ 
1- تحقق ان : من أجل کل x‏ من العجال ]+ ;2-[ : d'(x) =f'(x)-f'(x)‏ 
2 - باستعمال تزايد الدالة f'‏ أعط إشارة d'(x)‏ ثم إستنتج تغیرات الدالة de d‏ المجال ]6 + ؛ 2 -[ 
3- أدرس الوضعية النسبية ل (C)‏ بالنسبة إلى (To)‏ 
الجزء 111 : 
1 عين معادلة المماس (To)‏ من أجل 0= 0× 
2 أوجد الأعداد الحقيقية 0× التي تكون من أجلها مماسات المنحنى (C)‏ عند النقطة ذات الفاصلة xo‏ تمر بمبدأ المعلم 
3 آرسم المنحنى (C)‏ [نأخذ 0,54 - e=‏ و 0,8 = (ہ)5] 


الحل — 22 

الجزء 1 : 

f'(x) = 1(In(x + 2)) + کے‎ = In(x +2) + 5 5-9 
5005 LT ag EDEN 3 0-4 
ریس تہ‎ 7 CGY CFD) 


hay 2‏ أن : 2 ۔<× OJ‏ : 2 <4 +× وخاَة 4<0+ × 
منه : f"(x)>0‏ من أجل كل × رمن ,]+ ;2-[ 

أي : الدالة f'‏ متزايدة تماما على ٥]‏ +: 2-[ كمايلي : 

|-2 a + 


| 


x | 
۲۷0 


f'(x) 


3 
0 
8 


N 
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2 1 -2 
lim _ f= GK + 22+ — 
2 × 3-2 2 
lim Iny=-@% 
y2>0 ۳ =lim my- 2 
lim -2/y=-% ر‎ <0 M 
ر‎ <0 =- 
5 55 +2)+ کے‎ 
— سض‎ 
— =l لن‎ =lim  In(y)+1 
xs +2 y— +e 
=+ 0 


(نضع النهايات في جدول التغيرات) 


[-2:+] مستمرة على‎ f 
نستنتج أن ۶'۳ تأخذ قيم موجبة و سالبة‎ f' بملاحظة جدول تغيرات الدالة‎ 3 
> متزايدة تماما‎ 7 
من المجال ]ہ + : 2 -[ حیث 0٭()7‎ O. إذن : يوجد عدد حقيقي وحید‎ 


f'(- 0.6) = In(1.4) - 3 =- 0.09 8 
FC 0.5) = In(1.5) - کی‎ = 0.07 
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7 0 مستمرة على [0.5 -: 0,6 -] 
“۲و > )0.5 ۲۰ f'(-0.6) x‏ 
منه : يوجد 8 من المجال ]0.5 - : 0.6 -[ (حسب مبرهنة القيم المتوسطة ( 


يحقق 0= (1")0 
4 بملاحظة جدول تغيرات الدالة '”1 نستنتج ما يلي : ته + 03 إن ; 66م - .تجو |1 x‏ 
۱ سے جا طط ے ¿ss‏ 
5 تغیرات الدالة ۶ : 
)2+ عمصاع + 1 .حصنا > زج lm‏ 
2 تع سو 
=lim 1-2In(x +2)‏ 
ای X‏ 
+= لان lm In(x+2)=-%‏ 
2۔ xy‏ 
lim f(x) = lim 1 + x In(x +2)‏ 
oo‏ قش وت + x—‏ 
+= 
f‏ قابلة للاشتقاق على ]ت +: 2 -[ و گے + (2 + )1۸ - 0م 
x‏ 
و إشارة (×)'۴ حسب السؤال )4( كمايلي : 
a +e‏ 1-2 
f'(x) +‏ 
منه جدول تغيرات الدالة f‏ كمايلي : 
٥ + 0‏ 2> 
+a In(a + 2)‏ 1 
f(a) = 1 + a In((e + 2)‏ 
الجزء 11 : 
1ے d(x) = f(x) = [f '(x6)(x — xo) + f(xo)] = d(x) = f(x) = f'(xo)x + F'(xo)xo - f(xo)‏ 
تبت ` (0ا'۶-۔(۶')00 > dx)‏ ج و هو المطلوب 
2 ہما أن الدالة f'‏ متزايدة تماما على ]6 + :.2 -[ فان : يكون (0<)' 1 -(×)] موجب 
إذا و فقط إذا كان 0< < X‏ منه جدول الإشارة التالي : 
x -2 Xo +o‏ 
> 
a =f =f] = O +‏ 
x |2 Xo E :‏ 
منه جدول تغیرات الدالة 8 كمايلي : کچ 0 < الھ5 


قود ہج 000 


d(xo) = f(xo) — f '(xo) . xo + f '(xo) . xo - f(xo) = 0‏ 
إذن : الدالة d‏ تقبل قيمة حدية صغرى على المجال. ]هه +: 2 -[ و قيمتها d(xo) =O‏ 
منه : من أجل كل × من ]+ : 0<[لا]م* : 2[ فان 0 d)×(<‏ 
أي : المنحنی (C)‏ يقع دائما فوق المماس (To)‏ من أجل ]ت + : x e [- 2 ; xo[U]xo‏ 
ماعدا عند النقطة ((1)×0 (xo;‏ حيث المماس و المنحنى (C)‏ يشتركان في هذه النقطة . 
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الجزء 111 : 

1 من أجل 0> م× معادلة (To)‏ هي : (1)0+*(40 ےو 
کت 0 
In 2 ç‏ = (0)"] 


أي معادلة :(To)‏ 2+1 امھ 
2 معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة 0< تكتب من الشكل : 
y = f'(xo) [x — xo] + f(xo)‏ 
أي y = f'(xo) . x - f '(xo) . xo + f(xo)‏ 
إذن : يكون المماس يشمل المبدأ إذا و فقط إذا کان f(x) > 0  :‏ + و . ()'۶ > 
إذن نحل في ]© +: 2 -[ المعادلة 0 ruas‏ 


x In(x + 2)- x [In(x + (+ —] =0‏ +1 < 0د وم - وہ 


2+ 
0 كت - (2 + ھا ×- (2 + ع)م] ع + 1 ہے 
x+2‏ 3 
= —— -1 
EZ‏ - 
x+2= _‏ 
XR‏ 
2-0 + ×+ × - جه معاذلة من الدزجة (2) ذات المجھول × : 
A=1+8=9‏ 
0ئ 
us‏ قل يي 
نتیجة : يوجد مماسين للمنحنی (C)‏ يشملان المبدأ أحدهما عند النقطة ذات الفاضلة . 1 و الآخن عند:النقظة ذات الفاضلة 2 
3 - الإنشاء : 
من أجل 0,54 -=» و 0,8 = fo)‏ نحصل على المنحن,ٍ 


: كمابيلي‎ (C) 


23  نيرمتلا‎ 
2 

f‏ و g‏ دالتان معرفتان على ]0 + ;0] کمایلي : × - (× + 1)ه! - f(x)‏ و > +ع - x)‏ + 1)ھط = ومع 

1 - أدرس تغيرات کل من £ و ع على المجال ]6< + ;0] 


2 
2 إستنتج أن من أجل كل 0<×: x-> <In(I+x)<x‏ 


لتكن «-<.(منا) متتالية معرفة ب > دسو( 2 +1 )منا > usai‏ 
3 - برهن بالتراجع أن 0 < ,نا من أجل كل عدد طبيعي n>1‏ 
4 - برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم م : 
u, = In(1 + + )+In(1 + 2+ E EE‏ سا 
2 3 2 
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= 
Ts 2008321 
وجج وج ہی‎ E S= 
l لي‎ E s 4: IEEE Ebe بی‎ 
ماک درق‎ un <S, 5 بین أن‎ 5 


6 احسب ,5 و T,‏ بدلالة n‏ ثم إستنتج lim T, slim S,‏ 
m — + co n+ +e‏ 
7 — بين أن المتتالية (ua)‏ متزايدة تماما . 
8 إستنتج أن (ua)‏ متقاربة و لتكن ( نهايتها . 
9 نقبل أن إذا كانت (va)‏ و (wa)‏ متتالیتان متقاربتان حيث ,70> Va‏ من أجل كل عدد طبيعي n‏ 
فان lim va < lim w‏ 
n— +e n — + co‏ 


بين إذن أن S6<mt<1‏ 


1)0( =In(1) = 0 
lim flx)=lim In(1+x)—x 
جے ر 6+ جع‎ + 
< ind +x) _ _x 
lim Indl +X) م-‎ im 1+] 1+x او‎ 
k eles لن‎ =lim ١ )1 + )0-1( 
Ts 72-227 مہ + ج-×‎ 
مو+ جحي‎ 1+x سے‎ 
: قابلة للاشتقاق على ]56 + ;0] و دالتها المشتقة‎ f 
f) = La ا‎ SK 
1+x x+1 و1‎ 
]0+ 6] لان 0<( + 1) على المجال‎ -x إذن : إشارة (×)۴ هي إشارة‎ 
x |0 + o0 أي‎ 
-x 8 


منه جدول تغیرات الدالة +e :Í‏ 


-6 


تغیرات الدالة g‏ على المجال ]66+ : 0] 


0= (1)ھا - زم)ع 
lim g@)=lim  I(1+x)—-x+‏ 


X— +‏ م6 + جے ر 
s In(1 + x) x x‏ 
= +1 = 
ات 200 = سا 
In(l + x) ۱ ° x2‏ 5 
XS‏ ا ہہ = اپ ہے 1ط 
ا ]0 Spa Q‏ دا ا lim‏ 


ہو +ج Xx‏ 


x)‏ 1+091+2 سناد 


=+ 0 
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ع قابلة للاشتقاق على ]2< + : 0] و دالتها المشتقة : 
1 
E =l >‏ 
1-1-x+x+%<‏ 4 
اتا 


1+x 


إذن : 0< (×)'ع من أجل ]م + : 0] © x‏ 
منه جدول تغيرات الدالة g‏ كمايلي : هو + 0| x‏ 


+0 
g(x) ا‎ == 
š 0 


2 — من جدول تغيرات الدالتين. ۴ و g‏ نستنتج مايلي : 


f(x) < 0 کی‎ 7 g. 
73 |0 i S من أجل کل‎ 
es 
2 
In(1+x)-x+ 29 


In(1+x)<x 
x ! آيا:‎ 


als) Zx - جد‎ 


2 
آي :دك +x)‏ 001اک کے x‏ كو المطلوكة + 


— البرهان بالتراجع أن : من أجل کل N*‏ € ": 0 < ہلا 
من أجل 1 >2 : 3/2= را و 0< 3/2 | SM‏ : الخاصية محققة.. 


0 


من أجل 59 O‏ إن : ا ا 
نفرض أن 0 < ونا من أجل 2< 
هل 0< رونا ؟ 
لدينا 0 > u‏ 1 
(l o|‏ إذن : 0> ص7 + un(1‏ 
2T‏ 
أي 0 Uni‏ 


أي : الخاضية محققة من أجل إت 2 
نتيجة : من أجل كل 2 من :IN*‏ 0 < ہا 
- البرهان بالتراجع أن : من أجل كل n‏ من :IN*‏ 
yp sy +m(1+ >)‏ + ( + 1)م+ ( ل + 1)ما - Inka)‏ 
من أجل n=1‏ :لدیقا )2 + m(au)=m(3)-m(1‏ 3 حا ہے Xue‏ 
من أجل :n=2‏ لدينا 7ھ = In(u,)‏ 


و )=× م =) 0 ( = ( لے کت I(1+‏ 


In(u2) = In(1 E "y. In(1 + j : منه‎ 
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إذن : الخاصية محققة من أجل n2‏ 


قرض أن ن ال 2 کت L)‏ +1)ھا+ e‏ 


سلسلة هباج 


In(u,) = In(1 + r: )+ın(1+ 2 + 


هل اہ + +In(1‏ یج 2 )= + 60+ In(uss)=In(1‏ ؟ 
لدینا : د + 1 )من ]صا = (ربونا)ها 
In(1 + (‏ + (,0)صا = 
kr)‏ + )م رط + 0+ تی اش =m(1+)+m(1+ = s‏ 
إذن : الخاصية محققة مس أجل (1 + (n‏ 
نتيجة : من أجل كل n‏ من :IN*‏ 1 + 11+ مسف دی )> + 1 )صا = In(un)‏ 
5 باستعمال الخاصية × > (< + 12)1 من أجل ("1/2 .... : 1/22 : 1/2)ء x‏ نحصل على المتباينات التالية : 
x‏ > (لل + )ها 


In(1 5) < 


5 )>+ 61 
بجمع المتباينات (1) (n)... )2( ٠‏ طرف ل طرف نحصل على : 
1 


EE we 0‏ سس وی + )2 + ل)ما+ رط + )ما 
أي : e (ün) SS;‏ 000 
باستعمال الخاصية كد x‏ > )+ 0ھ من لجل - 11/2 1927 2)1 x‏ 
z‏ 2 
ass‏ على المجاينات E 017” ZJ‏ 231 )2 عنم 
2 
LOY as @‏ پل > )1 + 1)ما 
0 0 "۸ 
ox‏ > 7ر 


بجمع المتباينات )1( ء )2( .... (n)‏ طرف ل طرف نحصل على : 


amas Ol‏ ا - V+‏ ل - ل ] درك مور .لج ممع وك )ما 
لي :[ (1Y (1... + (HD‏ ]ل لى +.... + + 3( > In(un)‏ 


2 
0 ۶ 


أي : 


اسلسلة هياج 


و5 > من ل > ولاك S.‏ وھ المطلواب 


S, 6‏ هو مجموع n‏ حدود متتابعة من متتالية هندسية أساسها 1/2 


se us bel: ۰۱7 الأول‎ iss s 
z 1 s 
2 
— 07 2 
تچ حیڈ‎ 0 ST) ؛ ظط‎ ñ 
s= (ty : أي‎ 


: حدود متتابعة من متتالية هندسية أساسها 1/4 و حدها الأول 1/4 ,نه‎ n هو مجموع‎ T, 


E 1 

TT 
b. Pipu yma 7 
أي : ")م لے دنر‎ 
lm Sq=lim 1+) )" =1 : إذن‎ 


+ ج مہ و + n+‏ 


; r. e 
lim T, = lim = [1 '(ج)۔‎ 1 3 


n—Ə+e n+ +o 


un — Un = u((1 + 2 =? 


]2-1 + لود 


E 


1 


* 1 
ne IN* من أجل کل‎ j Ya 
تر‎ 


د 1 : : Š‏ 
فان u(r)‏ أي 0 < ودا - ربونا (ua) l|‏ منتالية مترايد انماما * 


8 لدینا من أجل كل n‏ من Sn = Ta ٣ :IN*‏ 
پوت ۰ > ونا > و 
أي المتتالية (ua)‏ محدودة من الأعلى ہے e‏ 
(ua)] .‏ متزايدة تماما 
[(ونا) محدودة من الأعلى 
إذن : (منا) متتالية متقاربة : 
9 لتكن ) lim u=‏ 


kl T. n— +e 
£ <unSe™ : لدینا‎ 
S,-1T, 
lm e 2 <lim u<lim eS, : منه‎ 
n— میں+‎ hp pip ASTE 


lim 8> Ë W 
و‎ Se وحم ين‎ TEKÎ : أي‎ 
lim T, =1⁄3 eves t < e' : jl 
5 
ھت ا‎ E مده -[2ع 0ے زی‎ 
24  نيرمتلا‎ 


2 — إستنتج إشارة g(x)‏ من أجل ]1: × -[ © × 
من أجل كل + من المجال ;j Dill‏ لرك 


3 - بین أن : 


osa‏ ۴ إلدال##لمعرفة على ]2:1 ] ب f(x)=e`+In(1-x)‏ نسمي 
(C)‏ منحتاها في المستوي المنسوب إلى مقلم متعامد و متجكانس “'(0:۴7:3) 
4 أدرس تغيرات الدالة f‏ على المجال ]1 : 2 -[ 
5 أرسم المنحنی (C)‏ 
الكل 24-2 
g 1‏ معرفة على IR‏ ر خاصة على ]2:1 -[ 
g(x) =lim (I-x)e—I=lim et-—xet-1=-‏ 202 


مو ۔ اج پر 6 - xX—‏ 3 


Jima €6 O jim x أن 0ه‎ 


x — م - — × مو-۔-‎ 
lim g()=lim (1-x)e"-1=(1-1)e!-1=-1 
1ک‎ x>1 

ع قابلة للاشتقاق على ]1 x;‏ -[ و دالتها المشتقة : 
g(x)=-1(e')+e(1-x)=-et+et-xet=-xes‏ 1 


منه إشنارة (×)'ع هي ¿N (-x) s‏ 0 <۲ كمايلي : 


منه جدول تغيرات الدالة م : 


g) + - 


g(x) sa sr 
1ه قيم سالبة قيم سالبة‎ 


0> ۹-1-1-1 (1-0)-(0)ع 
2 من جدول تغيرات الدالة g‏ نستنتج إشارة g(x)‏ كمايلي : 
یا 0 >-|[ x‏ 
EEE‏ ات 


3 — حسب جدول تغيرات الدالة ع فإن من أجل كل × من المجال ]1 ;ه-[ : 


(I-x)e"—1<0 أي‎ p(x)<0 
ee 21 : نه‎ 
منه : حل > ع و هو المطلوب . '(لآن 0<ع-)‎ 


[- 6 : 1] على المجال‎ f تغيرات الدالة‎ 4 
lim f) = lim  e+In(I-—x) 


X — - 6 ا لا‎ 
lim e*=0 ¿V =lim In(1—) 
X — - مہ‎ X— - م‎ 

کے 
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lim f(x)=lim e`+In(1-—x) 
ZH x51 
=lim el+Iny 
ر‎ <0 
=6 
: قابلة للاشتقاق على ]1 :22 -[ و دالتها المشتقة‎ f 
52 EE ENE E 60ے‎ 
د دوم‎ 1-۴ 1-x 
)1-×(<0 فقط لان‎ g(x) على المجال ]1 : 2 -[ هي إشارة‎ ٢')×( منه : إشارة‎ 
x |-> 0 1 : منه جدول تغيرات الدالة 1 کمایلی‎ 
— 
f'(x) - 3 - 
+ eo. ' 
f(x) 1 
1 
-6 
f(O)J =e +1n(1 =0) =1 
: الإنشاء‎ 5 
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